Funciones de R™ en R 1

Diferenciales de funciones f : A C R? - R I

Tenemos que f: A C R? — R es diferenciable si

0 0
f(xo + hi,y0 + h2) = f(xo,y0) + a—i(xovyo)m + 8—£($0,y0)h2 +r(hy, ha)

cumple (he, ha)

, r(ny, N2

lim —= =0
(h1,h2)—(0,0) || (R, ho)||

Esto se puede escribir como

0 0
f(@o + h1,y0 + h2) — f(zo,y0) = —f(woyyo)fh + a—£($07yo)h2 + r(hy, ha)

oxr

S

., ()
(x+dxp, f (1)
. T

dy

tomando
f(xo + hi,y0 + h2) — f(xo,y0) = Az

0 0
8—£($0,yo)h1 = %(wo,yo)ﬂx

0 0
a—z(ﬂfo,yo)hz = a—g(afo,yo)ﬁy

tenemos que

B 0
Nz = a—i({l}m yo)A.’IJ + 6_;'];(-7;07 yO)Ay + T(A‘/L” Ay)

haciendo Az, Ay — 0 tenemos

5] 0
dz = 8—£($oayo)dfﬂ + 6—5(5150,1/0)61?}

Definicién 1. Siz = f(z,y) es una funcidn diferenciable, la diferencial de f denotada dz se define

0 0
dz = 8—£($07y0)d$ + a—Z(xo,yo)dy
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Funciones de R™ en R 2

Ejemplo Calcular la diferencial de z = 422 — zy

En este caso (4 (4

4x® — 4x* —

(42" — zy) dr + (42" — zy) dy = (8x — y)dx — xdy
Ox oy

dz =

Ahora bien of of
f(xo + h1,y0 + h2) — f(2o,90) = Az =~ %(xo,yo)ﬂac + @(xo,yo)Ay

expresa el cambio aproximado de z = f(z,y) cuando (x,y) pasa a (z + Az, y + Ay)

Ejemplo Aproximar el cambio de z = 42% — 2y cuando (z,y) pasa de (2,1) a (2,1,1,5)
En este caso tomamos xg =2, yo =1, Az =0,1 y Ay = ,5 y el valor de cambio serd

of of _ _
5@ Do+ a—y(Q 1) Ay = (15)(0,1) — 2(0,5) = 1,5

mientras que
f(2,1,1,5) — f(2,1) = 14,49 — 14 = 0,49

por lo tanto en la aproximacion se cometio un error de 0,01
Definicién 2. Si dz es el error de medicion en una cantidad z, el error relativo se define —
z

Ejemplo Demostrar que el error relativo en un producto z = xy es la suma de los errores relativos de
los factores

Solucion En este caso

8fcl +—fdy—ydm+xdy

dz Ox Oy

por lo tanto
dziydx+xdyidx+dy

z xy x|y

Diferencial de orden 2 '

Sidf = afd + ?dy entonces una diferencial de orden 2 seria:
Y
24 _ _ / ﬁ of flf o0 (of of
df—d(df)—d<8d+ay ) 8x<6a¢d +8y d+8y 8d+8dy dy
*f *f 9 f *f 82f d*f *f 2f
(8 dJraaydy)der(ayadJran)dy el 88ddy+8y8 dydm+82
O’ f *f f
8;1:2d +286 davdy—i—a2
Por lo tanto an o2 f e
2 P gy
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Funciones de R™ en R 3

Diferencial de orden 3 '

Sid?f = f o af dxdy + 3y ‘zdy entonces una diferencial de orden 3 seria:
92 92
3¢ g0n2p f o°f 0°f 4
df—cl(df)—cl(a da? +288ddy+82 )
9 ﬁdm% O dxd +a f = a >+2 °f dxd +
0z \ 02 Doy W T Gyt a ooy
83f f 83 (:)Sf
(8 922 addy+882 )dm+< 83:8 dxdy+ ) =
83f Ff s >*f >’f >’f o f 3 _
928 aaydd+aa 9220y T AR
53f Ff s > f >*f
928 92 8yd aly+38 By d;vdy + By 3dy
Por lo tanto & f 5 f 0 & f
3 2 2 2
&’f=dd°f) = 93 d +38 20y dx dy+38x8y2dwdy +83dy
Diferencial de orden 4
; f o f & Pf o N
Sid’f = 9220y dx*dy 920y 5dx dy® + ﬁdy entonces una diferencial de orden 4 seria:
5 f of o*f *f of
4 3 272 3,974
d*f=dd’f) = d +48 30y da3 dy+68x28y2dx dy +48w8y3dxdy + 8y4dy

Diferencial de orden n '

Vamos a probar por induccién que

nf n anflf 1 n an72f ) anfkf ko on
d"f = o dx ——dx""d ———dx""°d ————da"""d et —=dy"
f= "1 ) gargy T W o ) guraap e A ) garragr ey gy

que se puede escribir
n
ne n o"f n—j
d f_z< )(%n F R dy’
Demostracion. Para n=1 se tiene

" oz oy 4

Suponemos valido para n

we_ N~ (n\ 9
71=3(5) gaiggie
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Funciones de R™ en R 4

Por demostrar que es valida para n+1

0 [~ (n o f IV - o f
n+1lp n _ n n— —
AT f=d(d"f) = e E (]) 731‘”_7'3341 dz"7dy’ | dx —|— E ( ) Dm0y —— = _dz"Idy | dy =

=0 iz
Jznjo ( > Mdmnﬂ Tdy? + Z < ) #;J;denfjdyjﬂ _
]:0( ) axfjjlfayj I gyl +§( )(mcixn-i‘l—jdyj -
a3 () e 5 () e -

=1

6n+1f n+1 n 8n+1f n+l—j i anJrlf n+1
et +z; ((j) + <j_1)> ety W T + Gy =
J

an+1f . n n4+1 anJrlf an+1f n+1 n o f
T J - 4 4 n+1— jd] d n+l _ ° dx™™ jd
+;< J ) v v Z( )a oy

oz "+1 Oxn+1-319yi oyn+l1 = J) 0xn—idyi

La udltima férmula puede expresarse simbdlicamente por la ecuacién

we [0 B} "
df_(ax do+ 5 dy) f

donde primero debe desarrollarse le expresiéon de la derecha formalmente por medio del teorema del
binomio y, a continuacién deben sustituirse los términos

orf .
Oxn " T 9xn—10y

B " B g o \"
() - (zat) ()5 (5ym) 4

Ejemplo Hallar la diferencial de orden 2 para f(z,y) = et +y"

rf
an

dz"tdy, - - dy™

por los términos

Solucién En este caso tenemos la férmula

5‘2f *f >*f
A f =d(df) = —5dz® +2 drdy + —= dy*
f ( f) + Ox 8 2 + 8 2 Y
vamos a calcular las derivadas parciales correspondientes
CE2+ 2
8(6 Y ) _ 2x612+y2
or
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Funciones de R™ en R

6(6$2+y2) 2 2
N T yet Y
y ye
ey 9 (9T 9(2ae™ YY) 5 a2 2 2
= — = = 4p2e® tY 2% Ty
Ox? ox ox ox e + e

Pl tv) 9 (o) _O@2yem ) 2™ Y 4 967
dy dy dy

IQ 2 I2 2 12 2
0% (e” V) _ 0 [0 ) _ 0(2ze V) _ e
0yox oy ox dy
2 $2+y2 $2+y2 $2+y2 ) )
(e ) _ 9 [0 )| _ 9(2ye ) _ Azye® Y
0x0y ox oy ox

y la diferencial de orden 2 seria:

P f = (4$26m2+y2 + 2612“’2) dz? + 83:ye“32+y2dxdy + (4y2ez2+yz + 26“’2“/2) dy?
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