Funciones de R™ en R 1

Teorema de Taylor para funciones f : A C R? — R

Sea f: A CR? = Rysea F(t) = f(xo+ hit,yo + hat) con t € [0, 1], de esta manera f recorre el segmento
de [x0,90] & [xo + hit, yo + hat]. Se tiene entonces que usando la regla de la cadena

9 d hit) 0 d hot
af($0+h1t7yo+h2t) . d(@o + M) + i(wo + hait,yo + hot) - d(yo + hat) —

4 =
Fi(t) = x dt dy dt

0 0
afi(mo + hit,yo + hat) - hy + 87];(% + hit,yo + hat) - ha

Ejemplo Para F(t) = f(xo + hit,yo + hot), hallar F'(1) para f(x,y) = sen(z + y)

Solucion En este caso tenemos que
F(t) = f(xo + h1t,yo + hot) = sen(xo + hit,yo + hot) — F/(t) =

cos(zg + hit,yo + hat) - hi + cos(xg + hit, yo + hat) - he = (hy + ha) cos(xo + hit, yo + hat)

y por lo tanto
F'(1) = (71 + ha) cos(xo + h1,y0 + ha)

Ejemplo Encontrar la pendiente de la curva z(t) = F(t) = f(xo+ hi1t,yo + hat), en t = 1 para f(z,y) =

1 1
2 2

+ =0, y=1,h ==y hy =~
PHyte=0y=Lh=5yh =7

Solucién En este caso tenemos que
F(t) = f(xo + hat,yo + hat) = (xo + hat)® + (yo + hat)?

por lo tanto
F'(t) = 2(x0 + hit)®h1 + (yo + hat)? - ho

sustituimos valores y obtenemos

Vamos ahora a calcular F”'(t)

F”(t) = % (aihl + 8£h2) hi + ﬁ <8fh1 + 6fh2> hy =

f) ) oy \ Ox dy
Pf o, 5 0f Pf s
22 hi + anayhlhg + 87212]12

simbélicamente se puede escribir

¥ Tacultad de Ciencias UNAM Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz
Calculo Diferencial e Integral ITI



Funciones de R™ en R 2

y en general

k

on anfl an72 anfkr on
F"(t) = o £h1+<1f) fh?_thJr(g) 7fh711—2h§+. . +<n> aifhfll—khlzc+. . Jrifh’zl

8x"‘18y 8In_28y2 xn—kayk ayn

que simbdlicamente se puede escribir
= o f 0 0 "
Fr=N" (") o h = (= b+ b
j2=;J<]> Qxn—igyi b 2 (8:1: 1+8y 2) /
Ahora bien si se aplica la férmula de Taylor con la forma del residuo de Lagrange a la funcién
F(t) = f(zo + hat,yo + hat)
y ponemos t = 1, x = xg + h1, yo + he = y se tiene la formula de Tatlor para dos variables

1

fla,y) = flzo,yo)+q

Oy ox? Oxdy Oy?

1 n+1 n 6"f n i ]

sihy =x—x9y ho =y — yo entonces

1

f(z,y) = f(x0,y0) + 1

(52 o) o = a0) 4 G o) - (=00 ) +
2 2 2
% (g;;(xoayo)(x —20)? + 288?6];(%, yo)(z — 20)(y — yo) + g—;;(xo,yo)(y - y0)2> +

n! Ox"—I0yJ

n+1 n
i 2 (n> S (o, o) — )" Iy~ o) | + R
j=0

donde

n+1 8n+1
Ry = ey (o= o S b6 o = S ) )

donde § € (wo,z0 + h1) ¥ 1 € (Yo, Yo + h2)
En general el residuo R,, se anula en un orden mayor que el término d” f

Ejemplo Obtener el polinomio de Taylorde tercer orden para la funcién f(z,y) = sen(z+y) +cos(x +y)
n (0,0)

Solucion En este caso el polinomio de Taylor de segundo orden es

f(x,y) = f(x0,90) + % <g£($07y0) (@ —w0) + %]yc(xovyo) (y— yo)) +

2 2 2
% (gxé(%myo)(m —x0) + 28(15; (20, yo)(x — 20)(y — o) + g £($07y0)(y - yo)Q> +
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(gf(woayo) hi+ g(ﬁﬁmyo) : h2> 1 (8 f(ﬂﬁo,yo)h2 +2— o1 (xo,yo)hihe + =5 o/

(x07y0)h2>



Funciones de R™ en R 3

1 (3°f 3 o f 2 o f 2, Pf 3
31 (axg(x —x0)” + 36x28y<x —x0)"(y — ¥o) + 36T6y2(x —x0)(y — o)~ + aiyg(y — o) ) + R
Vamos a calcular las derivadas parciales

0
01 | ) = cos(a +1) — sen(z +3) 0 =1
0

2 oo = costa +2) = sentz +3) o) =1

0% f

By 0,00 = —sen(z +y) — cos(z +y) |(0,0) = —1

0% f
92 |(0.0) = —sen(z +y) — cos(z +y) |0,0) = —1

0% f
Dy0n |(0,0) = —sen(z + y) — cos(z + 1) |(0,0) = —1
o3 f
928 ’(070) = —cos(x +y) + sen(z + y) ‘(0’0) =_1
o3 f
v |(0,0) = — cos(x +y) —sen(z +y) |0,0) = —1
o3 f
920z ‘(0,0) = —cos(z +y) +sen(z +y) ’(0,0) =_1
0% f
Toay (00 = ~sen(@ +y) —cos(z +1) 0.0 = 1
o3f
9220y |(0,0) = —cos(z + y) + sen(x + y) ’(0,0) =1
£(0,0) =1
z? y 2t a2ty awy?
=1 Y g J
flay)=ltaoty— o —ay— 75— == SR

Ejemplo Obtener un valor aproximado de 4/1,03+/0,98 utilizando la férmula de Taylor hasta segundo
orden

Solucién En esta caso consideramos f(z,y) = v/ ¢y en el punto (1,1) y usando la férmula de Taylor
de segundo orden

1

T (gi(gﬁmyo) (x—x0) + %ﬁ(fﬂmyo) (y— yo)) +

f(x,y) = f(wo,y0) + 1

2 2 )
% (ng;(xo’ o) (@ = xo)” + 2889552/ (0, y0) (2 — 20)(y — o) + %(1'07 Yo)(y — yo)Q) + Ry

¥ Tacultad de Ciencias UNAM Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz
Calculo Diferencial e Integral ITI



Funciones de R™ en R 4

vamos a calcular las derivadas parciales

of 1 1
ge 0w = 55V lan =3

0 1 _2 1
875 |(1,1) = \/gfgy 3 |(1,1) = g

0% f 1 s/ 1 1

@ |(171) = ix 2 (_2> \:yg|(171) = _Z

0% f 1/ 2 _s 2

92 @y = \/Eg <3y 3) ) = 9

it PR U W Y

dyoz |V T o z3Y Tl T

Por lo tanto
1 1 1 1 1

=14+ -(z-D+-(y-1)—=(x-1>2+(z-1)(y—1)— =(y—1)?
fay=1+5@-D+3@-1) - - +@-Dy-1)-5-1)

en consecuencia

1 1 1 1 1
V/1,03%/0,98 = £(1,03,0,98) ~ 145 (0,3)+5(~0,02)~ £(0,0009)+ = (0,0006)— = (0,0004) ~ 1,0080763859

Ejemplo Calcular el limite
xsen(y) + ysen(z)

im
(z,y)—(0,0) zy

Usando el polinomio de Taylor de orden 2 para la funcién f(z,y) = zsen(y) + ysen(x)

Solucion En este caso of
s l0,0) = sen(y) + y cos(x) | (0,0) =0

0
5 0 = wcos(y) + senfa) o) =0

82
871*]; l0.0) = —ysen(z) |0.0) =0

82
aT/J; |(1,1) = —xsen(y) |(0,0) =0

0% f
Byd |1.1) = cos(y) + cos()z = {(0,0) =2

por lo tanto f(z,y) = 2xy y entonces

rsen(y) +ysen(r) lm 2zy

im 2
(z,y)—(0,0) xy (z,y)—(0,0) TY
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