Funciones de R™ en R™ 1

Funciones de R™ — R™ '

Definicién 1. Una funcion f de R™ en R™ denotada f : R — R™, es una relacion que asigna a cada
vector del espacio R™ un inico vector del espacio R™
Si f es una funcion de R™ en R™, entonces f se expresa

=0 fas o fm)

en donde fi k=1,...,m es la k-ésima funcion componente y f, : R* =R k=1,...m

Definicién 2. Si A C R"™, la imagen bajo la funcion f de R™ en R™ se denota f(A), y se define
f(A) ={f(z) eR™ | z € A}

Definicién 3. El dominio de una funcion f de R™ en R™ es la interseccion de los dominios de las
funciones componentes fi es decir

Domy = ﬂ Domy, = Domy, ﬂDomf2 fWDomf3 ﬂ e mDomfm
k=1
Ejemplo Encontrar el dominio y la imagen de la recta y = 3z para la funcién f : R2 — R? dada por

dr+2y 2x+y
o) = (22

Solucion En este caso

4 2
f1:( x—; y) = DomfI:RQ

2
f2( x+y) = Domy, = R?

5
por lo tanto
Domy = Domy, nDomf = R? ﬂR2 = R?
Para la imagen de la recta y = 3z procedemos de la siguiente manera

faay) = (41:—;)—23172:1:5—#3/) — () = o 37) = (456 —|—52(3x)’ 2z —|—5(3z)) _ ) =

o 4x + 2(3x) Yy = 2z + (3z)
5 5
por lo tanto la imagen de la recta y = 3x sera:

~

x
=2 =2z yy=2 = y==

[\)

s = {1y = 5}

Ejemplo Encontrar el dominio y la imagen de la regiéon R = {(m, Y ER?*|0<2<1,0<y< 1} para
la funcién f : R? — R? dada por
fla,y) = (2 — y*, 22y)
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Funciones de R™ en R™ 2

Solucién En este caso
fi= (1:2 — yz) = Domy, = R?

f2 = (22y) = Domy, = R?

por lo tanto
Domy = Domy, ﬂDomf = R? ﬂR2 = R?

Para la imagen de la region R = {(x7y) ER?|0<z<1,0<y< 1} procedemos de la siguiente
manera: Definimos los siguientes conjuntos que limitan la regién

| Ay ={(z,y) eR*|0<x <1, y=0}
Az
14—
Ay ={(z,y) eR?|0<y<1, =1}
As R AZ
Az ={(z,y) eR*|0<z <1, y=1}
| Ll
0
A1 1

Ay ={(z,y) eR?|0<y <1, =0}

ahora procedemos a encontrar las imagenes de cada uno de los conjuntos definidos
Para A; se tiene

A ={(z,y) eR*|0<2 <1, y=0} f(z,y)=(2°—y>22y) = (,y)

d=a—y? = =22y si 0<2x<<1 = 0<2°<1=0<a<1
~—~—
y=0

por lo tanto
fA) ={(z',y)eR*|0<a' <1,y =0}

Para As se tiene

Ay={(z,y) eER? | 0<y <1, z=1} f(a,y) = (a® —y? 2zy) = (2, y)

/ 2 2 / 2
- —1_ — ]._/
X X y = T Yy =y X

r=1
Y =22y =y =2y = y=2V1-2 = y?=401-1)
=1

por lo tanto
f(A2) ={(a",y) eR? | y? =4(1 —2'), 0 <y <2}
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3
Para Az se tiene
Az={(z,y) eR*|0<a <1, y=1} f(z,y) = (2* —y* 22y) = (2", y)
d=2—y = 2=2-1=>2+1=2> = 2=V’ +1
-~
y=1
Y =2y =y =21 =y =2/2"+1 = y?=4@"+1)
y=1
por lo tanto
f(As) ={(a",y) eR? | y? =4(a’ +1), 0 <y <2}
Para A, se tiene
Ay={(z,y) eR* | 0<y <1, =0} f(z,y) = (2° —y? 22y) = (2", ¥)
=2y = ==y si 0<y<1 = 0<y’<1l = —1<3y*><0
=0
r r
Yy =22y =y =0
x=0
por lo tanto
f(A) ={(,y)eR? | —1<2'<0, ¢y =0}
3
14 As 14
f f(A3 f(A2)
Aa R A2
I bl - 0 I bl
0 A 1 1 f(Ag f(Ay 1
A las funciones f : R™ — R"™ se les suele llamar transformaciones
Transformaciones Lineales
Definicién 4. Dada una funcion f: R™ — R™ se dice que es una transformacion lineal si:
f@t+y)=fl@)+fly) YVay eR”
flcx)=cf(z) VaxeR" ceR
Ejemplo Dada la transformacién f(x,y) = (z ; y’ z ;r y) Muestre que es lineal
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Funciones de R™ en R™ 4

Solucién En teste caso si x = (z1,y1) y ¥ = (22, y2) estan en el Domy entonces

T1+x2+yr+Y2 1 +2T2+y1+ Y2
f(17+3/)f(501+902,y1+y2)< 5 ; 5 )

r1+y1 1+ To+ Y2 T2+ Y2
(g ) (B ) — ) 4 )

Ademas

f(cx) = f(cxhcyl) = <cx1 T omt cy1> =c (xl ) Bivh )

2 ’ 2 2 7 92 ) =cf(x)
Definicion 5. Sea f: R™ — R™ una transformacion. Se dice que f es acotada si existe M > 0 tal
que

If (@) < Ml|z]| V2 eR"

Ejercicio Muestre que una transformacién lineal es acotada

Demostracion. Sea {e1, ea,...,en} una base de R" y © = (21,2, ...,x,) € R™ entonces

n
Tr = E €T;€;
i=1

por lo tanto

1 (@) = ”f <Zx> H _

n

<D laaf (el =D lzl If (el <
i=1

i=1

Z f (miei)
i=1

Z%‘f (ei)
i=1

Iz lloe D~ I1F ()l < Nl D 11F (e = M|
i=1 i=1

—
iz llfed)ll=M

8 Facultad de Ciencias UNAM Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz
Calculo Diferencial e Integral ITI



