Funciones de R™ en R™ 1

Diferenciales en Campos Vectoriales

Sea f : R? — R? definida por f(z,y) = (fi(z,y), f2(z,v), f3(z,y)) entonces la diferenciabilidad de f en
(20,%0) € Domy tendréd que tener alguna relacién con la diferenciabilidad de sus funciones componentes

en (2o, Yo)-
Tenemos que segun la definicién de diferenciabilidad para funciones f : R” — R

0 0
f(xo +hi,y0 + ha) = f(20,%0) + ETch(xO’yO)hl + 87];(3:0’ Yo)ha + 7(hi, ha)

donde (ha. o)
; rih, N2
lim =0
(h1,h2)—(0,0) || (A1, h2)||
Para ver que fi(x,y) es diferenciable en (z¢,yo) se tiene

0
i(55071/0)h2 +71(h1, he)

0
i(le/oayo)fh + Y

Ji(xo + h1,yo + h2) = fi(zo,y0) + 97

cumple
, T (h17 h?)
lim —— =0
(h.h2)—=(0.0) [[(ha, ha)|
que se puede escribir

) F1(xo + hi,yo + h2) — fi(wo, yo) — B2 (x0,y0)ha — L2 o (%0, 50)ha
lim
(h1,h2)—(0,0) [(ha, hz)ll

En forma matricial

r1(h1, h2) fi(xo + h1,y0 + ha) — fi(xo,y0) — [ f1 (20, 0) aai(xo,yo)} [ Z; ] y

lim =
(h1,h2)—(0,0) || (h1, 2 | VhT+h3

Para ver que fa(z,y) es diferenciable en (xg,yo) se tiene

0
ﬁ(xmyo)i@ +ra(hy, ha)

0
ﬁ(l‘o,yo)M + oy

f2(wo + h1,y0 + ha) = fa(zo,y0) + g

cumple
, T2(h1> h2)
lim =22 )
(h1,h2)—~(0,0) || (h1, h2)]|
que se puede escribir

fa(xo + h1,y0 + h2) — fa(zo,%0) — f 2 (20,Y0)h1 — f2 2 (w0, yo) ha

lim =0
(h17h2)‘>(070) H(h17h2)||

En forma matricial

ro(hy ha) f2(zo + ha,yo + h2) — fa(wo, yo) — {g; (z0,Y0) aai(ﬂ?o,yo)} [ Z; ] y

lim =
(h1,h2)—(0,0) [|(h1, h2)| Vi +h3
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Funciones de R™ en R™

Para ver que f3(z,y) es diferenciable en (xg,yo) se tiene

0 0
f3(xo + hi,yo + ha) = f3(z0,90) + Tf(xo’yo)m + £($07y0)h2 +r3(h1, ha)
cumple

73(h1, ha)
lim —= =
(h1,h2)—(0,0) [[(h1, h2)||
que se puede escribir
i Ja(xo + hi,yo + h2) — fa(zo,y0) — f3 2 (w0, y0)h1 — 3]; (w0, y0)ha
(h1,h2)—(0,0) [(P1, h2)||
En forma matricial

=0

xo+ hi,y0+ h
r3(h1,h2) fa( 0 1, Yo 2)

— f3(x0,¥0) —
lim =
(h1,h2)—(0,0) [|(h1, ho)l

afs afs } hy
D 2 (0,%0) By % (0, Yo) [ ho ] 0
Vh? + h3
Ahora bien para la funciéon f podriamos expresarlo asi
- f(@o + hi,y0 + ha) — f(@0,90)
(h1,h2)=(0,0) Vhi+h3
of1( on hi | Top of hi | Togs ofs ha
Bz 70, %o0) By (z0,%0) ho |’ 0= (w0, y0) By 2 (0, Yo) ho |’ 0= (70, y0) By % (0, Yo) ho
Vhi+h3
6 también
%(xo,yo) %(xmyo) h
e+ B+ ha) = fanan) — | S oo | | 42 |
- %(woayo) (Ty(ﬂﬂmyo)
(h1,h2)—(0,0) Vhi+ h3

=0
Definicién 1. Sea f : R™ — R™ definida en el abierto  de R™ y xo € Q. Se dice que f es diferenciable
en xg € Q si y solo si existen las derivadas parciales de cada componente de f, % Vi =
J
Vi=1,...,n y tal que

S ey M
Ofi(zo) .. 9f1(x0) h
Ox Oxy, 1
flxo+h) = f(xg) + . +r(h)
Ofm(zo) .. Ofm(z0)
8$1
cumple

h
Oy, n

r(h)
m T
(h1,h2)—(0,0) ||A]]
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Funciones de R™ en R™ 3

A la matriz de m x n se le llama Matriz Jacobiana de la funcién f en zg y se le denota J f(zg).
Ejemplo.-La funcién f: R? — f: R? dada por f(z,y) = (22 + 3y?, 523 + 2y%) es diferenciable en todo su
dominio, hallar su matriz jacobiana en un punto x € f : R?

solucién
() = %? Z{T? _ ( 2:1:2 6y>
g T; 152% 12y
La matriz Jacobiana se puede ver como la matriz asociada a una transformacién lineal T, y entonces

podemos definir

Definicién 2. Sea f : R™ — R™ definida en el abierto Q2 de R™ y xy € Q. Se dice que f es diferenciable
en xog € ) sty solo si existe una transformacion lineal T, talque

lim 1f (@0 +h) — f(wo) = T(xo) - hll _
h—0 [|R]]

0

donde T (zo) es la matriz Jacobiana denotada por J f(xq)

En términos € — § se tiene que si 0 < ||h|| < § entonces

1/ (zo + h) = f(wo) = T(x0) - |
[[7l

Ejemplo Muestre que f : R? —— R3 dada por f(x,y) = (232, 2% + 32, 223y?) es diferenciable en (0, 0)

Soluciéon En este caso tenemos que

lim 1/ (zo +h) = f(w0) = T(wo) - hl| _
70 17|
. | f1(h1, ha) — f1(0,0) — %2(0,0)hy — %(070)h27 fa(hi, ha) — £2(0,0) — %2(0,0)hy — %(O,O)hza
1m
(h1,h2)—(0,0) [[(h1, h2) |l
fa(ha,ha) = f5(0,0) — G2(0,0)hy — F2(0,0)ha
[(h1, ha)|
L Im i enmdigl (i (R k) 4 ntg)
(h1,h2)—(0,0) ([ (R, ha2)l (h1,h2)—(0,0) (v/h? + h2)

Haciendo un cambio de variable podemos calcular el limite en este caso hy = r cos(f) he = rsen(6)
y obtenemos

I \/(hlhg)2 + (b2 + h3)” + (2h3h3)” I /12 cos?(0)rtsent(0) + rt + 476 cos®(0)rt sent ()
fm = lim
(h1,h2)—(0,0) (\ / h% + h%) r—0 r

/76 cos®(6) sent(0) + r4 + 4710 cosb(6) sen () /1% (r2 cosb(0) sen(0) + 1 + 476 cos®(f) sent(0))

lim = lim
r—0 r r—0 r
2 /72 cos6 (0 I(0) = 1 & 416 cos6 (0 100
lim _ V2 cosf(6) sent(0) + 1 + 476 cosS (6) sen(0) = lim 7/r2 cos6(0) sen?(0) + 1 + 476 cos®(6) sen* () = 0
r—0 T r—0
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