Funciones de R™ en R™ 1

Diferenciales en Campos Vectoriales parte 2

Definicién 1. Sea Q C R™ un abierto, f : Q@ CR"™ — R™ y x4e€) se dice que es diferenciable en xq si
existe una Transformacion Lineal T tal que

lim f(zo+h) — f(zo) —T(z0)h
h—0 Hh”

=0

Teorema 1. Supongamos que f : R™ — R™, es diferenciable en o € R™. Entonces todas las derivadas
parciales de f existen en el punto xog y la matriz T € My, .r, esta dada por

dfi
t] =
[ ZJ] |:8.’I}j
esto es
ofh ... Of1
Oxq ox .,
T =Df(xo) = : :
Ofm ... Ofm
8%1 31‘77

Ff
donde i esta evaluada en xg.

En particular, esto tmplica que T esta determinada de manera unica.

Demostracion. Al ser f diferenciable

L |fi(wo +h) — fi(wo) — Thyl —0 0<i<m

h—0 ||hH
Aqui (Th;) denota la i-esima componente del vector columna ahora sea h = ae; = (0,..., a ,...,0)
j—esimo
obtenemos
iy i@+ aej) — fi(zo) — aTesi| _
a—0 |a|
, i(xo +ae;) — fi(x
Ly bt ;) o) —(Te;)i| =0
. fi(xo + ae;) — fi(xo)
e e
. . 0fi ofi .
pero este limite es la parcial Do calculada en xg entonces probamos que e existe y
Ly Ly
ofi
= (Te;); = ti
axj
O
es decir la transformacién lineal tiene como matriz asociada a la matriz jacobiana
Vamos a probar que la transformacién lineal es tnica
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Funciones de R™ en R™ 2

Demostracion. Supongamos que existieran transformaciones lineales 77 y 75 cumpliendo

f(xo + ) — f(z0) — Th(2) f(xo+2) — f(xo) — Ta(x)

1/ — 1’ =
& o1 o ol '
entonces
- - - - Ty(z) — T
ti L @0+ 2) = flao) —Th(x) (f(l“o +z) — f(xo) 2(33)) o @) = Ti2)
h—0 17l il h=0 17l
consideremos el siguiente cambio de variable h = ¢t donde t € R y ||| = 1 por lo tanto, t& — 0 cuando
h — 0 por lo tanto,
t—0 Ht.’l?” T es lineal t—0 |t|H.’II||

por lo tanto para cualquier ¢
Ty(d) = Ty (x)

T, =Ty
O

Teorema 2. Sea (2 C R™ un abierto, f : Q CR™ — R™, xgeQ. Si f es diferenciable en xg, entonces f
es continua en xg.

Demostracion. Al ser f diferenciable en xg se tiene que

lim 1/ (@0 + h) — f(w0) — T(xo)h] _

Jiny Il 0

en términos de € §

| f(zo +h) = f(z0) — T(x0)h||
il

< e siempre que ||h|]| <o

esto se puede escribir
1f(zo + h) = f(w0) = T(wo)h|| < ellhll  siempre que |[h]| <o
por lo tanto tenemos que
[/ (o +h) = f(zo)ll = 1/ (zo +h) = f(xo) = T(x0)h + T (x0)h|| < [|f (0 +h) = f(wo) =T (o) || + [T (xo)hl|

< e|lhll + |7 (zo)Rl| < ellhll + Mz|[hll = [|h[[(e + M2) < 0(e + Ma)
T lineal=3 M2>0 tal que ||T(xzo)h||<Ma2
6/
Si hacemos € = §(e + M) para € > 0 entonces § = ———
(e+002) p (e + M)

Por lo tanto ,

€
h) — <é My) = —— M) =€
[ f(zo +h) — f(zo)|| < d(e+ M2) (€+M2)(6+ 2) =€
y en consecuencia f es continua en xg O
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Funciones de R™ en R™

Teorema 3. Regla de la Cadena Sean g : R* — R™ f : R™ — RP funciones dadas, entonces la
composicion f o g tiene la regla de correspondencia f(g(z)) y dominio

Domyoy = {x € Dom, | g(x) € Domy}

Sig= (91,92, ,9m) es diferenciable en un conjunto abierto D C R"™ y f = (f1, fa, -+, fp) es diferen-
ciable en en un conjunto abierto D' tal que g(D) C D' Entonces

J(fog)=Jf(g9)Jg

Demostracion. Tenemos que

o 0
%(917927'” 7gm) %(917927"' 7gm)
Jfog= : : =
%) m e} m
5%“(91,92,"' agm) aan(glﬂ.QQa"' 7gm)
9f1 9g 0f1 Ogm 9f1 9g 9f1 Ogm
O oo ¥ T g dar T 0giowe T gy Gum
Oy 0m 4y Oy Osm . O Om oy OFs Oum
dg1 0x1 Ogm Oz dg1 Oxn Ogm OTn
oh ... Ofr 991 ... 991
991 9gm Oxy Ox,
: : : s | =Jf(9) g
Ofp ... Of 9gm ... Ogm
091 Ogm Oz ox,
O
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