Espacios Métricos 1

Definicién 1. Dado xz € R"™ definimos

1
n P
lell = (z |) s peloo)
k=1

Proposicién 1. Dada p € [1,0), consideramos el conjunto £, de todas las sucesiones (zx) de nimeros
reales tales que la serie

oo

D lawl”

k=1

converge. Entonces la funcion

Il = (Z |xk|p> :
k=1

es una norma en £y

Demostracion.

00 P e
a) |lzkllp >0« (Z |xk|p> >0< Z |z]P > 0< |zx|P >0 |z >0 a2, >0
k=1 k=1

0o % 0o % 0o
b) [[Azkll, = <ZI/\xk|”) = (ZI”I%I”) = <|A|”leklp>
k=1 k=1 k=1

Como la |||, satisface la desigualdad del tridngulo, se tiene que

n % oo % o)
9 (Dxﬁym) <<z|xk|p) +(z|yk|p) < ol + el
k=1 k=1 k=1

para todo n € N. En consecuencia, la serie

=

= Al (Z ka|”> = Al
k=1

S

o0
> ok + oyl
k=1

converge y se cumple que

1
[eS) P
ok + el = (Z |2k + ykp> < lekllp + lyrlly
k=1
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Espacios Métricos

Ya hemos comprobado que

TR |||||| || Intuitivamente
IIIIII || Bi(x:r)eB (1) c B, (%.7)
Esto es la consecuencia de las

desigualdades

||||||||n.!!!!!|l||n....“ |....||II| !!..||||||||“ EEEIREN

que en forma explicita se escriben:
max{|z1],- - |onl} <2+t al <ol 4o o
Probemos estas desigualdades:
Como |z;*> <af+ - -+ 22+ -+ 22 Vi=1,...,n, entonces
max{|z1],....|zal} <y/2i+ - a2f o 2o < 22

Por otra parte dado que

i+ Fan < (lz]+ -+ fon])?

entonces
Tt ah < o]+

122 < |zl

Las contenciones tanto para las bolas abiertas, como para las bolas cerradas se siguen de las desigual-
dades

1Z — 2olloo < 17 — Zoll2 < [|Z — 2ollx

Pues por ejemplo si T € Bs(Zg,r) entonces || — Tolla < r luego ||Z — 2plloo < ||z —2 = 0] < r
"% — Tolleo < 7 es decir & C Boo(x0,7) .. Ba(Zo,7) C Boo(Zo,)
Si x € B1(Zo, ) entonces ||Z — Zo|l1 < r luego ||z — ZToll2 < [|Z — Zoll1 <7 .. |z — Tolla <7
.« € Bo(xg,7) .. B1(Zo,r) C Ba(x0,7)
Para las esferas

51 C B2(£07r) C Boo(a_:o,r)
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Espacios Métricos 3

Conjuntos Abiertos y Conjuntos Cerrados

Definicién 2. Un conjunto V- C R"™ se dice que es abierto si para cada T € V existe una bola abierta
B(Z,r) contenida en V. Es decir si para cada T € V existe v > 0 tal que B(Z,r) C V.

Ejemplo: Toda bola abierta en R™ es un conjunto abierto.

Demostracién: Sea To € R™ y r > 0. Mostraremos que B(Zg, ) es un conjunto abierto. Debemos probar
que para cada T € B(Zg,r), existe una bola abierta B(Z,r) contenida a su vez en la bola abierta
B(i‘o, T‘) .

Sea pues T € B(Zg,r) y consideremos R = r — ||Z — Zg]|.

Como z € B(Zo,r) se tiene entonces que ||z — Zo|| < r .. R > 0. Mostraremos que la bola abierta
B(Z, R) esta contenida en B(Zo,r).

Sea entonces y € B(x, r). Por definicion se
<&

o -wl=lp-sr -5

tiene que ||3_f— X

-l -]

“Relf-5]-r

esto prueba que § € B(Zo,T).

Ejemplo: Mostraremos que en R?, el semiplano superior v = {(x,y) € R?|y > 0}, es un conjunto abierto
respecto a la norma |||;

a170=(x0,y0)ev Sy, =0

¥ .(xo Yo ) G
%
% // debemos mostrar que hay una bola abierta
% B (170, v) contenida en el semiplano superior

Sea v = yo y consideremos la bola B1 (v, yo) y sea v = (z,y) € B1(vo,yo) se tiene que ||[v—wvo||1 < Yo,
es decir, |z — zo| + |y — vo| < yo-

Debemos probar que y > 0
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(1) y no puede ser cero pues si y = 0 |z — x| + |y — yo| < vo = |z — xo| + |v0| < yo !
(2)  no puede ser negativa pues [z — zo| + [y — yo| = [z — ol + [yl + vo| < 30 !
—_———

*

¥y <yo=ly—yo| = —y+yo=|yl+]|vo| .. y tiene que ser y > 0 .*. By (T, yo) esta en el semiplano
superior.
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