Espacios Topoldgicos 1

Conjuntos abiertos en R? I

Ejemplo Sea V = {(z,y) € R? | z > y}. Demuestre que V es un conjunto abierto

—

V={(x,y) € R%:x >y}

Demostracion. Sea vg = (xo,y0) € V entonces xg > yo. Definimos r = xg — yo > 0 ahora consideramos
B(v,r) vamos probar que B(v,r) C V
Sea v1 = (z,y) € B(v,r) con la norma ||.||; se tiene
|z — 2ol + |y — yol <7
por lo tanto
T—y=x—2o+Yo—Yy+2o—Yo==To—Yo+&—2o+Yo—y>z0—yo— (|x—z0|+|y—wo|) >0

de esta manera x —y >0 = x > y y en consecuencia v; € V por lo que V es un conjunto abierto [

Ejemplo Sea V = {(z,y) € R? | z +y > 0}. Demuestre que V es un conjunto abierto

©~
V={(xvy)€ER>x+y>0}

Demostracion. Sea vg = (zo,yo) € V entonces xg+yo > 0. Definimos r = 29+yo > 0 ahora consideramos
B(v,r) vamos probar que B(v,r) C V
Sea v1 = (z,y) € B(v,r) con la norma |.||; se tiene

|z — 2ol + |y — ol <7

por lo tanto

THy=r—20—Yo+y+ro+yo =20 +yo+r—T0—yo+y>20—yo— (|x—x0|+|y—2ol) >0

de esta manera x + y > 0 y en consecuencia v; € V por lo que V es un conjunto abierto O
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Ejemplo Sea V = {(z,y) € R? | y > 22}. Demuestre que V es un conjunto abierto

V ={(x,y) € R?:y > x?}

Y

"

Demostracion. Sea vo = (xo,y0) € V entonces yg > m%. Definimos r = yg + x% > (0 ahora consideramos
B(v,r) = (z —x0)* + (y —y0)* = €

V ={(x,y) € R>:y > x?}

O (x —x0)2+(y — yp)?=€?

A

vamos probar que B(v,r) CV
Sea v1 = (z,y) € B(v,r) cada punto en B(v,r) cumple

|z —zo| <€ |y—yo| <e
y usando la identidad algebraica

2

22 =% = 2(x — zo)xo — (T — 20)?

tenemos que

y>yo—e:m%—l—yo—x%—e:x2—Z(m—mo)xo—(x—xO)Q—i—yo—xg—e>x2—2em0—e2+y0—x%—e
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Por lo tanto

2
. -
y > a2® —2ex0— € +yo— x5 — € >2* se cumple para €= min{l, 970}
2|LL‘0| + 2
de esta manera y > 22 y en consecuencia v; € V por lo que V es un conjunto abierto O

Proposicién: Toda bola cerrada en R™ es un conjunto cerrado.

Demostracién: Sea To € R™ y 7 > 0. Probaremos que la bola cerrada B(zo,r) es un conjunto cerrado,

es decir, que su complemento R"™ — B(zg,r) es un conjunto abierto.

Sea pues T € R" — B(xzg,r). Mostraremos que existe una bola abierta B(Z, R) contenida en
R™ — B(zg, 7). Como Z no estd en la bola cerrada B(xo, ), se tiene entonces que || — Zo|| > 7.

Definamos R = ||Z — Zo|| — r > 0, esto equivale a r = ||Z — Zo|| — R.

Veamos que B(Z, R) C R" — B(xo, )

En efecto, seay € B(x, R) se tiene

entonces |7 - %

| <R por lo tanto

-%|=|*x-7+7-%|
<|F-7 |7~
<R+

luego |7 = Zol| < R+ [[§ = ol .. & — Zoll = R < [[§ — Zol|, es decir, r < [|g — Zo]-

Esto significa que § & B(%,7), es decir, § € R" — B(Zo, R).
Definicién: Sea A un subconjunto de R"
(1) Un elemento a € A se dice que es un punto interior de A, si existe una bola abierta con centro

en a contenida en A es decir si 3 r > 0 tal que B(a,r) C A.

(2) Al conjunto de puntos interiores de un conjunto A se le llama Interior de A y se denota A°
o
6 A6 Int(A)

o
Teorema 1. Sea A C R™ entonces A es un conjunto abierto

o
Demostracion. Sea x € A entonces existe r > 0 tal que B(z,r) C A como B(z,r) es una bola abierta
entonces V y € B(x,r) existe ro > 0 tal que

o

B(y,re) C B(z,r) CA . yeA .. /Li es abierto

¥ Tacultad de Ciencias UNAM Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz
Calculo Diferencial e Integral ITI



