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Espacios Métricos I

El concepto de || || (norma) nos da una nocién de distancia, el tener una nocién de distancia en R o més
generalmente en R”, es lo que nos permite hablar de limite o de convergencia.

Definicién 1. Sea X un conjunto. Una métrica (o distancia) en X es una funcion d : X x X — R que
tiene las siguientes propiedades

a) d(z,y)=0 si y solo si x=y
b) d(z,y)=d(y,r) ¥V z,y€ X
¢) d(z,z) <d(z,y)+d(y,z) Va,yz€X

A esta idltima desigualdad se le llama desigualdad del triangulo.

Definicién 2. Un espacio métrico es un conjunto X provisto de una metrica d. Lo denotaremos por

(X, d)
Veamos que la distancia entre dos puntos nunca es negativa
Proposicién 1. d(z,y) > 0 para todo x,y € X
Demostracion. tenemos que de las propiedades de métrica
0=d(z,z) <d(z,y) +d(y,x) = 2d(z,y)
En consecuencia, d(x,y) > 0 para todos =,y € X O

Ejemplo La funcién
di(z,y) = ‘xl -yt + ‘xn — Yn|

donde = (21, - ,2) Yy = (Y1, ,Yn) € R™, es una métrica para el espacio euclideano R"
Demostracion. Las propiedades a), b) son inmediatas y para la propiedad c¢) tenemos

lz; —yi| < o]+ || Vi=1,..,n
sumando ambos lados de estas desigualdades para ¢ = 1, ...,n obtenemos

di(w,z) < di(z,y) +di(y, 2)

y en consecuencia d; es una métrica O
. U . . . 0 a=b .
Ejemplo Métrica Discreta Demostrar que la metrica definida por d(a,b) = 1 a#b satisface los
axiomas de métrica
Demostracion :
1. Sean a,beR™ entonces d(a,b) =16 d(a,b) =0 .. d(a,b) >0
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Espacios Métricos 2

2. Sean a,beR” Sia#b d(a,b)=1ysib#a d(ba)=1.. d(ab)=1=db,a)
Ahora bien si a = b entonces d(a,b) =0 = d(b, a)
* Si a = b entonces b = a por lo tanto d(b, a)*: 0
3. Sean ZLE ceR" a#b#c
d(a,b) =1,d(b,c) =1y
d(a,b) =1

d(a,c) =1<1+4+1=d(a,b)+ d(b,c)

Ejemplo Métrica C'[a,b] Sea Cla, b] el conjunto de las funciones reales contunias en el intervalo cerrado
[a,b]. Sean f, geCla,b] definimos

d(f,9) = méax {|f(z) - g(z)[}

z € [a,b]
demostrar que d es una métrica.

Demostracién :

1. Como |f(z) — g(x)| > 0 para todo x € [a, b] entonces méx{|f(z) — g(x)|} >0
por lo tanto d(f,g) >0
2. d(f.9)=0

= max {|f

i {1£(2) — g(o)]} =0
= |f(z) —g(z)| =
= f(z)=g(z) Vzela,b

3.d(f.9) = mﬁf]{lf( z) — g(@)|} f;ﬁl&f@]{lg(@ —g(@)[} = dlg, f)

*15@) — 9(@)| = lg@) — f@)|  Va
4 d(f.9) = mix {|f(x) - o(2)]}

max {|f(z) —g(x)[} = max {[f(z) = h(z) + h(z) - g(2)[}

z € [a,b] z € [a,b]
< s {11(2) — ()| + h(2) — 9(a)])
< s {1(2) — b)) + s {[A(o) — 9(0)]}

d(f,g9) < d(f,h) +d(h, g)

[ee]
Ejemplo Probar que en el espacio de sucesiones {a,} de nimeros reales tales que Z |an| < 0.
1

La aplicacién d(xy,,y,) = Z |z, — yn| es una distancia.
1

Prueba :

o0
1. Como |z, —yn| >0 VneN entonces Z |€n —yn| >0
1
por lo tanto d(xy,y,) > 0

¥ Tacultad de Ciencias UNAM Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz
Calculo Diferencial e Integral ITI



Espacios Métricos 3

2. d(zp,yn) =0

len_yn|:0

1

| — yn| =0 VneN
Ty — Yn =0 VneN
In = Yn

Led

3. d(xn’yn) = Z |xn - Zn|
1

_yn| + |yn _Zn|

7yn|+2|yn*2n|
1 1
d(xnayn) +d(ynazn)

0o
Z|xn_zn| S
1

o'}
Dl
1
00
2l

Métricas Inducidas por Normas

En un espacio vectorial X toda norma induce una métrica

Proposicion 2. Si X es un espacio normado

da(2,y) = [lx = yll
define una métrica

Demostracion. Tenemos que

do(z,y) = ||z —y| = ||y — z|| = da(y, )
da(z,2) =[x =yl =llz -2+ 2 -yl < |z — 2| + [ly — 2| = da(z,y) + da(z, 2)
O

Proposiciéon 3. Si d es una métrica en un espacio vectorial X y d es inducida por una norma en X,
entonces
d@ + o,y +a) =d(z,y)

d(az, ay) = |ald(z,y)

Ejercicio Probar que la métrica discreta en un espacio vectorial no trivial X no puede obtenerse de una
norma

¥ Tacultad de Ciencias UNAM Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz
Calculo Diferencial e Integral ITI



Espacios Métricos 4

Demostracion. Tenemos que la métrica discreta esta definida por

wh={\ 07

vamos a ver que no cumple d(az, ay) = |a|d(z,y), sea o = 2 en este caso
si x#y entonces d(ax,ay) =1+# 2= ad(x,y)

por lo tanto la métrica discreta no es inducida por una norma O

El espacio Topolégico R™ I

Bolas abiertas, bolas cerradas y esferas.
Sea d una métrica y Top un punto en R”

(1) La bola abierta con centro en Zo y radio r > 0, es el conjunto:
B(zo,r) = {z € R"|[|z — Zo|| <7}

(2) La bola cerrada con centro Zg y radio r > 0 es el conjunto:
B(zg,r) ={z € R"|||z — Zo|| < r}

(3) La esfera con centro Zo y radio 7 > 0 es el conjunto:
S(zo,r) = {r € R"[||z — Zo|| = 7}

Observemos que para la bola abierta r > 0 estrictamente, mientras que la bola cerrada y la esfera
pueden tener radio cero. En este ultimo caso ambas se reducen a un punto:

B(z0,0) = {Zo}
S(Z0,0 = {Zo})

Los conjuntos B(xzg, ), B(zo,r) vy S(Zg, r) son subconjuntos de R™ y su aspecto depende de la métrica
con la cual se midan las distancias.

Ejemplo: By(0,1) = {Z € R? | |Z]]s <1} = {Z € R?\/22 + 42 <1} ={(z,y) eR? | 2?2 +¢> <1}
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La periferia de este disco es el circulo que tiene por ecuacién x2 + y? = 1, que corresponde a la
esfera S5(0,1) = {z € R? | ||z = 1}.

Ejemplo: Sea ahora la bola cerrada B(0,1) = {z € R? | ||z]| <1} = {(2,y) € R? | |z| + |y| < 1}

En este cuadrante |x|=x, |y|=y

o “WMW A L) Lol s
.|I||||||||||||||| |||||||||||||||I|. S ysl-«
Q>

_x_l‘;‘y x—lg}«

Para S1(0,1) = {z € R? | ||z|| = 1}

Para Boo(0,1) = {7 € R? | 7] < 1} = {(2,y) € R? | max{|z|, [y} <1}

x> 03| xj=x | pl=y

el vl = sy :‘J/xsix;y
K"nﬂxlh}} max {X.y| |ysiyvzax

f /-max{x.y} g

2. 8,(0.1) = max {[x[.ly[} =1 max {[x], v} =1

tenemos entonces que
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Intuitivamente
Bi(x; P)< B, (%) B (X%.7)

Esto es la consecuencia de las

||| I desigualdades

1L E T,

que en forma explicita se escriben:

max{|z1], -, |z,|} < /2T 4+ F a1 <o+ A+ @)
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