Maximos y Minimos 1

Extremos Locales parte 2

Para el caso de funciones f : R® — R tenemos que recordando un poco de la expresién de taylor

s = oo+ (5) v+ (5) w-w(5) o

1 (0*f 2 0% f O*f 9 O*f O*f
o <81-2p(£ —x0)” + 281’8yp(m —20)(y — o) + Wp(?/ — o)~ + 28;1:82;)(2 —20)(x — x0) + 28yé)zp(z —20)(y — ;Uo))
0%f
)

Haciendo x —x9 = h1, y—yo = ha, z— 2y = hs podemos escribir el término rojo de la siguiente manera

L (2f , 0%f Pf o 0 *f Pf s
21 ((‘9m2h1 * 28x8yh1h2 + 87312}12 + 28x62h3h1 + 28y82h3h2 + 822h3>

y también se puede ver como producto de matrices

8% f i 8% f

1 @ 3y289c Bzzaz h1

x o’ 0°f  f

ZI(hl h2 h3) 6128y Tgﬂ 8z28y h2
o2 f af f h3

0x0z Oyoz 022 p

Si (zo, Yo, 20) €s un punto critico de la funcién entonces en la expresion de Taylor

s = 1o+ (5 ) @+ (5) -+ (5) -

1 [0%f R 0% f o 0% f ) 0% f RV 0% f S
20 <(9’J$2;)(L — o) + 201702}1)(1 —0)(y — o) + Tzﬂp(y —Y0)° + 2(()1702*1)(4 —20)(x — x0) + 20’!/02,)(4 —20)(y — yo)>
“Qf
+022 p(Z — 20)(z — o)
El término of of of
c‘Txp(x — o) + pr(y — %) + 9 (z —20) =

y por lo tanto

1 @ 8y28a: 8z281 hl
o 9 o
f(@,y) — f(2o,90) = g(hl ha h3) amgy ng 3Z3fy ha
: *f o f  &f hs
O0x0z Oyoz 922 p
vamos a determinar el signo de la forma
*f 2 f 2 f
1 63202 ByQBx 8z28x h1
_ - o’ f °f o°f
Q(h) - 2'(h1 h’2 h3) Oz dy 8%2 020y h2
: o f af f hs
0x0z Oyoz 922 p
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2
vamos a trabajar sin el término a1 que no afectara al signo de la expresién, tenemos entonces
o*f  of  9%f b
Ox2 Oyox 0z0x 1 agf 0 f 02f 82f an
h) = (hiha hg) | 2L 2L 2°f h “ip249 hih B242——2 hahi 42— hsh
Q() (123) ag%y gg; aéZZny hi 922 +ddl1u+()22+aa 31+38 sho+—%
Ox0z Oyoz 922 p
2 20 a2, 2200\ 2
5 . 9% f oO°fo’f _ (O0°f
(92}[ 5 () y2 Ox? (07,/01) . 9? f 82f an
=_—=<1|h S hs : — hi+2 2 2
922 1+ ();1:2 2 + % 15 + 3ah3h1+ 88h3h2+82h
21 oL gt - (85)
hacemos b; = 922’ h'l =1 h + 3;128; ha |, by= v 57 YOz , h’2 = hg y obtenemos
dz2 ox2
0? 0 0?
:blh’12+b2h'22+28 g h3h1+26 éf hsha + P J;hz
que podemos escribir
3 f 3 f
62 xT x 6 62
= bih? + bohi? ag Iy + S5 hy — 2 hy h3+288fh3h2+a§h3
roz 8182 83@2 yoz
8% f
>*f 9y0 D*f *f
= by h? + bohty Ry — L5 nY | by + 2—=—hsh —hQ
0N Bgpgs \ T T | e T Sy et T e
2 2
0 f PI 250z o0 Of o
_ 12 12 / x0z OYyox !
= b1hy” + bahs +28x6zh1h3+ 28y82 % hohs + —5 5 5
hacemos 2. o
9% f 8°f
b — 2 P 25:0: oyom
2 T oyoz %
y obtenemos
82 2
= b h? + bohY + 25 8f W hs3 + 2bazhbhs + g J;hQ
0z
que se puede escribir
2
s 25\ b e N2\ [ 82 (821“) .
= by | 02 B+ (B )y (0 272 hha + (22 OF A%oe] B g
1 1 bl 1743 + bl +02 2 3 + 3 + 822 bl b2 h3
hacemos
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y obtenemos

2 2 2
=? h/2 ) aaa:afz h/ h 8azgz h3 b h/2 b23 hl h b23 h 2 b h2
=01 1+7b1 1hs + 71)1 + 02 | hg b 3+ 73 + b3hj

o2 f 2 b 2
=b (hll + ﬁzlai h3) + by (hé + b223h3> + b3h§

esta ultima expresién serd positiva si y solo si by > 0 by > 0y b3 > 0 en clases pasadas vimos los dos
primeros, veamos ahora que

8% f 2
o ()
3_822 b1 bg

tenemos entonces que

2 22 2
027 )2 025 ) > %f 2 awfz Sy
32f (89382) b%g . 82f _ (8182) _ 9y0z sz

2 9y0dz 9g2 Oxdz Oydw 2
21 02f ( 9%f v9z o 7 Yy 921 02f ( 9%f O2f 9*f  9*f 03f
22 Ox? \ 0x0z (m) 22 9x? \ Oz0z Oy0z 0z2 = 0Oz0z By(?ac
- 02 h 82 92 92f \2 = 02 B
ot 5t 54— (5 ot 2ro2 (22f)7) 22
) y? Ox? dyox Ox?
el

2(71“ f 0°f a"‘f),
Ox2 dydz dxdz Oydx

o2f [ o2fo2f _ ( 9%f
Ox2 \ Oy2 Ox2 Oyox

0%f 8°f 9°f  9°f ( o%f )2 9%y ( 0% f )2 _ ( 0% f )2 Of L9 0°f 0°f 0
. 922 9y? dx? 9z2 \ Oyozx Oy? \ 0xdz Oydz ox2 Oydz Ox0z dyox
2f 82f ( 22f )2
0y? Ox? Oyox
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9% f 9% f 9% f
Oxdy 8g2 020y
2°f 9 f 2°f

por lo tanto

Q
[~
Q
M
~
Q
M
~

Ox? Oydx 020z
8% f A2f 8?2

o f f

b3 >0 Ozdy 8%/2 020y
i 0°f i

Ox0z Oyoz 022

>0

Definiciéon 1. La forma Q(z) = v Azt, que tiene asociada la matriz A (respecto a la base candnica de

R™) se dice:
Definida positiva, si Q(z) >0 V xz € R"

La forma Q(x) = x Az, que tiene asociada la matriz A (respecto a la base candnica de R™) se dice:

Definida negativa, si Q(z) <0 V z€ R

Definicién 2. Si la forma Q(x) = xzAx? es definida positiva, entonces f tiene un minimo local en en z

Si la forma Q(x) = xAx? es definida negativa, entonces f tiene un

Hay criterios similares para una matriz simetrica A de n x

mdzimo local en en x

n y consideramos las n submatrices

cuadradas alo largo de la diagonal, A es definida positiva si y solo si los determinantes de estas submatrices
diagonales son todos mayores que cero. Para A definida negativa los signos deberan alternarse < 0y > 0.
En casi de que los determinantes de las submatrices diagonales sean todos diferentes de cero pero que
la matrix no sea definida positiva o negativa, el punto critico es tipo silla. Y por lo tanto el punto no es

maximo ni minimo. Asi tenemos el siguiente resultado.

'

[
I
I
]

Definicion 3. Dada una matriz cuadrada A =a;; j=1,...,n i=1,...,n se consideran las submatrices

angulares A, k=1,...,n definidas como

a1l G1o ail a2
A= (Clu) Ay = Az = |aa a2
az; a2 as1  ass

se define det A, = A\

Definicién 4. Se tiene entonces que que la forma Q(z) = vAX?
los dterminantes A k =1,...,n son nimeros positivos

es definida positiva si y solo si todos
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Definicién 5. La forma Q(x) = 2AX? es definida negativa si y solo si los dterminantes N\, k=1,....,n
tienen signos alternados comenzando por A1 <0, Ag > 0,... respectivamente

Ejemplo: Consideremos la funciéon f: R3 — R f(z,y,2) = sinz + siny + sin z — sin(x + y + z), el punto

P = (g, T g) es un punto critico de f y en ese punto la matriz hessiana de f es
-2 -1 -1
Hp)=| -1 -2 -1
-1 -1 -2

los determinantes de las submatrices angulares son

Al = det(—?)
-2 -1
AQ = det |: 1 -9 :|
As =detH(p) = —4
puesto que son signos alternantes con At < 0 concluimos que la funcion f tiene en (g, s g) un
méaximo local. Este méaximo local vale f (g, s g) =4
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