Funciones de R™ — R™ 1

Funciones de R™ — R"™ '

Una funcion f : R™ — R™ es una funcién cuyo dominio es un subconjunto 2 C R". Denotada por
f:9Q — R™ donde a cada T € R™ f le asigna un vector f(x) € R™.

Ejemplo.- La funcién f(x,y) = 22 + y? asocia a la pareja (x,y) € R? el ntimero real 22 + y2. El dominio
de f en este caso es todo R?

Ejemplo.- La funcién f(x,y,2) = /1 — 22 —y2 — 22 asocia a la terna (z,y,2) € R3 el ntimero real
V/1—122 —y? — 22 donde el dominio de f es Dom; = {(z,y,2) € R3}|1 — 2% — ¢y*> — 22 > 0} =
{(z,y,2) € RP|2? +y° +2* < 1}

Ejemplo.- La funcién f : R® — ¥ dada por f(z,y,2) = (22 +y? + 22,2 + y + 2) asocia a la terna
(r,y,2) € R el vector (22 +y% + 22,2 + y + 2) € R2. Donde f tiene por dominio todo R?, pero su
imagen contiene sélo los vectores R? cuya primera coordenada es no negativa.

Ejemplo.- La funcién g : R® — R? dada por g(x,vy,2) = (3 + 4,3y + 52z) asocia a la terna (z,vy,2) € R3
el vector (3z + 4,3y + 5z) € R? a esta funcién podemos pensarla como un producto de matrices es

decir
3r+4y\ _ (3 4 0\ ("
3y+52) \0 3 5 Z

Definicién 1. Dada la funcion f : Q C R® — R, definimos su grdfica como el subconjunto R"H!
{(x1, ey T, f(T1, ey 20)) € R (24, .0y 2,) € Q)

Limite de Funciones de R™ — R"

Definicién 2. Sea f: Q CR™ — R™, y sea xg un punto de acumulacion de ). Se dice que be R™ es el
limite de f en xg, y se denota por:

lm f(z) =b

Tr—xo

Si dado € > 0, existe 6 > 0 tal que ||f(x) —b|| < € cuando x € Q, cumple 0 < ||z — x9|| <

Observacién: Es necesario que xg sea punto de acumulacion de €.

2

Ejemplo.- El limite de la funcién f(z,y) = cuando (z,y) — (0,0,) segin la recta y = 2z

_r
2 + y?
z? 1

lim ——— =
250 22 + (22)2 5

8£L'3y3

Ejemplo.- El limite f(xay) = W
T Y

cuando (z,y) — (0,0) segin la recta z =y

86 . 8afb 3
m-——==1llm-—=1lml=1
x—0 (21’2)3 x—0 8x6 x—0
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Funciones de R™ — R™ 2

2
Ejemplo.- El limite f(z,y) = 422/2 cuando (z,y) — (0,0) segtn la recta x =y
€T Y
222y ) 23 23 ) 2x

1m 7zhm7:h’m7= m ———-— =
(2,9)=(0,0) z* + 92 s=y 2—0 2% + 22 2-022(22+1) 2-022+1

Usando la definicién de limite, demostrar que:

4,2
im  —__—0
(@4)=(0,0) (% +y?)
oiy?
Por demostrar, para todo € > 0 existe § > 0 tal que 0 < ||(z,y) — (0,0)|] < J entonces 2+ ) <e€

1
como 22 < z? + y? entonces z* < (22 + y?)? entonces

I
(22 4+92)? &) 2*
iy

< 2 — 2< 2 2\2 52
@7 S < |y <(Var+y?) <

Si 62 = ¢ entonces § = /2

Proposicién 1. (Unicidad del limite). Sea A C R™, f una funcion : A — R™ y xo un punto de
acumulacion de A. Sily eR™ y Iy e R™ son tales que:

Iy = lim f(z o

_ T—rT0o E —

I = lfm f(z) ntonces =1
Tr—xo

Demostracion. Supongamos que [ # I entonces definimos € = ||l; — I2|| > 0 y tenemos que

11— Loll = T — £@) + F@) Tl < [T - F@)] + /@) — L]

como B . B .
B = f@l < Sy 1f@ -l < 5
entonces
- - € € — —
I =l <5 +5=e=lh-L
lo cual no puede ocurrir .. 11 =1 O

Proposicién 2. Sea f:RZ — R™, tal que

lim x,y) =1L
(z,y)—(a,b) fz-9)
Entonces para cada funcion real y continua g definida en una bola alrededor de a, tal que g(a) = b se

tiene que
lim f(z,9(z)) = L

r—a
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Funciones de R™ — R™ 3

Demostracion. Por la existencia del limite doble, dado € > 0 existe § > 0 tal que
1z, y) = (a,0)[| <6 = [[f(z,y) — LIl <e
Ahora por la continuidad de g, tenemos dado § > 0 existe un ¢ > 0, con 0 < ¢ < § tal que
|zt —al <o = |g(x)—b <§
Por tanto si |z — a| < o, se tiene que ||(z, g(z)) — (a,b)|| < d. Con lo cual

1f (2, 9(x)) — L] < e

y # —a’ _
1y e y sea g(x) = max
Por lo tanto tenemos que

y
Ejemplo Sea f(z,y) = {‘””2“/

mx2 m

[z, g(x)) = flz,ma®) = = m# —1

224+ ma?2 14+m

por lo tanto
m

T 14m
el cual depende del valor de m, por lo que dicho limite no existe

lim f(r,9(x))

Ejemplo.- Determinar si existe, el limite de la funcién definida por

e = A (@) #(0,0)
Je) {5 (e,3) = (0,0)

Para determinar su limite podemos acercarnos por trayectorias (funciones continuas) al origen.
Pongamos y = g(x) = 0 se tiene entonces que

220
1, = l, = 1/ O = l’ - = O
e f(z,y) Lo f(z,g(x)) o f(x,0) = lim 22102
Pongamos ahora y = g(x) = x se tiene entonces que
2z 28

f(m,y) = lim f(:mg(a?)) = 1i =0

lim = m  f(z,z) = lim
(z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0) (z,2)—(0,0)

= lim —
0 2 + 32 z—0 222

Lo anterior nos dice que si existe el limite, éste tendria que ser 0, para comprobarlo usaremos

la definicién, se tiene entonces que debemos hallar un § > 0 tal que jfyyz‘ < € siempre que
[I(x,y) — (0,0)]| < d. Observamos que
ey | el _ Pl JEPlEl
e T U S I e o T I [
.. podemos tomar ¢ = €
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Funciones de R™ — R™ 4

Ejemplo.- Determinar si existe, el limite de la funciéon definida por

[+ (2y) #(0,0)
f(x’y)_{g (2,9) = (0,0)

Para determinar su limite podemos acercarnos por trayectorias (funciones continuas) al origen.
Pongamos y = g(x) = x se tiene entonces que

x? 1
Ii = I = If = lfm ——/——— = =
(z’y)lﬁm(o,o)f(as,y) (z’y)lgl(o’o)f(x,g(w)) (z’z)gn(owo)f(x,x) T 2 = 3
Pongamos y = g(x) = 0 se tiene entonces que
) . ) . x(0)
o f@y)= i@ g@) = i f (@, 0) = My s

como % # 0 entonces 7 el limite de la funcién

Proposicién 3. Sea A C R" y f una funcion f : A — R™ zy un punto de acumulacion de A. Escribimos

f en términos de sus componentes f = (f1,...,fm). Entonces, la existencia del limite lim f(T) es
r—x0
equivalente a la existencia de los limites lim f;(T) parai=1,...,m. En este caso se tiene ademds que
T—Xo

lim f(z) = ({m fi(@),..., lim fm($)>

Demostracion. (=)Supongamos que existe el limite lim f(Z) =1 = (I1,...,l,) y mostraremos que para
T—Xo

cadai=1,...,m |fi(T) —1l;| = 0.

Pero esto se sigue de las desigualdades

0<|fi(@) =L <||fi(@) = L|| =0

(<) Supongamos que existen los limites lim f;(Z) =I; parai=1,...,m y sea |l = (I1,...,l,) tenemos
Tr—Xxo
entonces |f;(Z) — ;| = Oparai=1,...,m
0< I f(@) =1 <> |filz) — L
i=1
If(x) =1l =0 O

Proposicién 4. Sea A C R", f : A — R™ y xo un punto de acumulacion. Entonces la condicién

lim f(Z) = I, es equivalente a lim f(Z*) = | para toda sucuesion (T*)32, de elementos de A, con

xT—To k—o0

puntos diferentes de Ty, tienda a Tg.

Demostracion. (= )Supongamos que lim f;(Z) = [ y sea {x;}3° una sucesién arbitraria de elementos
T—Xo

de A con Ty # Tp, que tiende a Ty. Mostraremos usando la definicién de limite de una sucesién que

f@*) —1. .

Sea r > 0 arbitraria, como lim f(Z) =1 existe p > 0 tal que || f(Z) — I|| < r para todo x € A que cumpla
T—x0

0 <||Z — ol < p-
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Por otra parte, como T — T existe N eN tal que ||T — z¢|| < p para todo k, con k < N. Por lo tanto

If(@) —!|| < r para todo k > N

s lim f(zy) =1

k—o0

(<)Supongamos que klinolo f(@x) =1 para toda {z;}5° en A, de puntos distintos de Ty, convergene a T

sucesién {x}7° en A, de puntos distintos de Ty, convergente a Ty.

Si no se tuviese wlgg f(@) =1 existe 79 > 0 tal que para cada p > 0, seria posible encontrar un punto
[0

Te A tal que 0 < ||T—Tol| < p pero || f(z) —I|| > ro. En particular para cada k eN, habia un punto Ty € A
tal que 0 < ||z — Tol| < 1/k y ||f(xr) — || > ro. Es claro que la sucesién {xj}{° asi construida al vector

To, pero lim f(Tx) # Uy O
k—o0

Ejemplo.- Determinar si existe, el limite de la funcién definida por

3

[ @200
Je) {5 (r.1) = (0,0)

Vamos a considerar la sucesiones x,, = % Y Yn = % y vamos aproximarnos al origen por sucesiones
que tienden a cero, se tiene que

, , Y O N CoE
(%y%l_}m(w)f(xay) = nh—>Holo f(@nsyn) = nlgglo f(ﬁu g) = nh_{folo m = nh_{lolo % = lim —= =0

Para comprobar que éste es el limite usamos la definicion, se tiene entonces que dado € > 0 debemos

encontrar § > 0 tal que ‘Tfi;ﬂ < € siempre que ||(z,y) — (0,0)|| < J, observamos que
3 2
x xx
= < o < [[zf| < 6.
$2 + y2 1172 + y2

por tanto tomamos § = €

Limite Iterados '

Sea f : R? — Ry (a,b) un punto en R2, para cada x fijo consideramos que exista el limite fi(z) =
h’mb f(z,y). Analogamente para cada y fijo consideramos que existe fo(z) = lim f(x,y) se llaman limites
y— r—a

reiterados a los limites

lim fi(x) = lim (lim f(x,y))

T—a r—a y—b
Ii = lim (I{
lim fo(x) = lim (lim f(z,y))

1. Siexiste fi(x), fa(z) y el limite doble ( %Hn( . f(z,y) = L, entonces existen los limites reiterados
x,y)—(a,

y son iguales a L.

2. Si existen los limites reiterados y son diferentes, entonces no existe el limite doble.
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Funciones de R™ — R™

3. Pueden existir los limites reiterados, ser iguales y no existir el limite doble.

Ejemplo: Calculese, si existen, los limites reiterados y el limite doble en (0,0) de las siguientes funciones

de R? en R.
1. Sea y
y # a*
flay) =1 y—=?
0 z =1y
0
lim hm f(z,y) = lim lim 5 = lim =
z—0y— z—0y—0 y—x z—0 () — 5(,‘2
Yo T f (@) = Ty Ty 25 = Ty 2o =1
el limite doble  lim  f(x,y) no existe.
(z,y)—(0,0
2zy
2. Calcular lim -
(x,9)—(0,0) 2 + 32
2 0
lim lim 2:Uy =1lim — =0
z—0y—0 < + y z—0 12
2 0
lim lim 5 i =Ilim—=0
rz—=0y—0 x4 + y y—0 y2
Si nos acercamos al origen por rectas y = mx obtenemos
2xy , 2ma? ; x22m Y 2m  2m

im ———=Ilm———-=1lm ———— = lim
(@,)—(0,0) 22 +y2 25022 +mx?2  2-022(14+m) =2-014+m  1+4+m

Este resultado varia segtn el valor de m
la funcién no tiene limite en (0, 0). La condicién de que existen y sean iguales los limites

iterados no es suficiente para la existencia del limite.

Problema: Probar que
1
T sin (> , y#0
Y

flx,y) =
y=20

)

Tiene limite 0 cuando (z,y) — (0,0) pero los limites iterados son distintos

1 1
lim x sin () No existe . lim lim zsin () tampoco existe
y—0 Yy z—0y—0 Y
. . (1 L . (1
limzsin|{ — | =0 S, limlimaxsin( - ) =0
x—0 Yy z—0y—0 Yy
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Funciones de R™ — R™ 7

Una de las condiciones necesarias para que el limite de la funcién coincida con los limites iterados
es que ambos existan
Dado € > 0 basta elegir § = ¢

[yl <6 = le|<d |yl <6

:»|msin(§)|g|x|<5

= |f(17,y) 7O| <eg
Proposicién.- Se considera la funcién z = f(z,y). Supongamos que existen

I 1 1
e [0 Jim f(ey) oy i f(y)

Probar que existe

lim (h’m f(x,y)) , lim <h’m f(xail/)>

Yy—Yo T—To T—To Yy—Yo

y ademas se cumple que

lim (h’m f(x,y)) = lim <h’m f(z,y)) =L= lim f(z,y)
(z:y)

Y—yYo \T—To T—To \ Y—Yo —(20,Y0)
Demostracién.- Probaremos que si lim =Ly lim f(z,y) = G(y), entonces
(®,y)—(w0,y0) T—=Zo
lim G(y) =L
Y—=Yo

Sea € > 0 arbitrario. Por hipotesis existe 6; > 0 tal que
€ ,
[flzy) = LI <5 st ll(z,y) = (20, 0)l] <&
Tambien tenemos que
€
[Fww) - Gl < 5
si | — zp| < d2 tomando 6 = min{dy,d2}

G(y) — LI = |G () = flar.w) + flary) = LI < 1G() = Flay)| + |flay) — LI < 5+ 5 =

si |y — yo| < d lo que prueba que lim G(y) =L

Y—=Yo

Este resultado nos muestra que para la existencia e igualdad de los limites iterados no es sificiente
la existencia del limite de la funcién hace falta también la existencia de los limites de funciones de
una variable.
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Funciones de R™ — R™ 8

Limite con cambio a coordenadas polares

Sea A = (0,00) x (0,27] y sea g : A — R? definida por g(p,0) = (pcos(d), pcos(f)). Vamos a demostrar
que g es una biyeccién continua de A sobre B = R? — {0} tal que

9{(p,0)|0 < p<7r,0<6 <21} = B((0,0),r) — {0}
Demostracién.- Como ambas componentes de g son contiuas g serd continua. Por otra parte
9(p,0) = g(p/,0') = (pcos(8), psen(9)) = (' cos(®'), p' sen(9))
= pcos(f) = p'cos(0') psen(f) =p'sen(d’)=p=p 06=0

.. g es inyectiva.
Ahora bien dado (z,y) € B si p=+/a*+y*>> 0= (7,%) € B(0,1) con lo cual existe § € (0,2m)

p7
tal que cos(f) = 7 y sen(f) = £ luego g(p,0) = (2,y) .. g : A — B es una biyeccién

Una consecuencia de lo anterior es lo siguiente V6 € (0, 27| se tiene que

( %un( b)f(x,y)zL@ Dado e>0 3 6>0 tal que 0<p<d=lg(p,0)—L|<e
I,y*}a,

Ejemplo Determinar si existe, el limite de la funcién definida por

v = s (@) #(0,0)
Je) {5 (r23) = (0,0

=

Vamos a considerar el cambio de variables polares se tiene que

4 och 4
) ) p* cos*(0)psen(6) , cos*(0) sen(6)
(z,y)lin(0,0) f(@.y) o0 p*cos?(0) + p* sen () 30 cos*(6) + sen(6) p=0

Para comprobar que éste es el limite usamos la definicién, se tiene entonces que dado ¢ > 0 debemos

encontrar § > 0 tal que

%’ < e siempre que ||(z,y) — (0,0)|| < 4, observamos que

_aly
x4+ gyt

Yy
U =1l < @)l <o

por tanto tomamos § = €
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