Espacios Topoldgicos 1

Punto de Acumulacién '

Definicién: Sea A un subconjunto arbitrario de R™, se dice que Z € R™ es un punto de acumulacién de A
si toda bola abierta con centro Z contiene un punto A distinto de Z. Dicho de otro modosiV 7 >0
se tiene que

B(z,r)—{z}NA+£o
Al conjunto de puntos de acumulacién de A se le denomina el conjunto derivado de A (A* Notacién).
Nota: Segun la definicién un punto de acumulacién de A no necesariamente es punto de A. Un punto

de la adherencia de A que no es elemento de A es un punto de acumulaciéon de A. Si T € R” es
un punto de acumulacién de A entonces por definicién, toda bola abierta B(Z, ) tiene al menos un
punto de A que no es ZT.
Ejemplos :

1. Si A = (a,b) entonces A% = [a, b

2. Si A=10,1) U {2} entonces A* = [0, 1]

3. 51A= ' ke N} entonces A* = {0}

4. Si A= Q (Racionales) entonces A = R] (Reales)
5. Si A =R entonces A* =R
Ejemplos en R :

a) El conjunto de puntos de acumulacién de toda bola abierta B(Zz,r) es la bola cerrada
B(z,r).

b) El conjunto de puntos de acumulacién de toda bola cerrada B(Z,r) es de ella misma.

c) SiA=Qx...xQentonces A =R x...xR=R"

n-veces
Lema: T € R" es punto e acumulacién de A si y solamente si € A — {Z}

Demostracién: Si Z es un punto de acumulacién de A entonces Vr >0 B(z,r)—{Z}NA# 2
esta expresion es equivalente a
Bz, r)NnA-{z}# 2

por lo que
Bz, r)yn{z}*NA=[B@r)N{z}|NA=BZ,r)NA-{Z} #2

pero esto significa que T es un punto de adherencia de A — {Z}
zeA—{z}

Proposicién: Si Z € R™ es un punto de acumulacién de A, entonces toda bola abierta B(Z,r) contiene
una infinidad de puntos de A.

Demostracién: Sea B(Z,r) una bola abierta arbitraria con centro Z, supongase que esta bola tu-

viese solamente un nimero finito de puntos de A, digamos Z1,...,Z; cada uno distinto de &
elijamos rg = min{d(z, z1),...,d(&,zx)} ..  d(Z,z;) <r.
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Espacios Topoldgicos 2

Consideremos ahora la bola abierta B(Z,19). Es claro que B(Z,r9) C B(Z,r) y de la desigual-
dad se sigue que B(Z,rp) no contiene puntos de A distintos de Z pues todo punto de A que
estubiese en B(Z, 1) tambien seria elemenro de B(Z,r) lo cual no es posible ya que Z1, ..., Tk
son los tinicos elementos de A que estan en B(Z,r). Entonces la bola abierta B(Z,rg) no tiene
puntos de A diferentes de Z, esto contradice la hipotesis de que T es punto de acumulacion.

Teorema: Un conjunto A es cerrado si y solo si contiene a todos sus puntos de acumulacion.

Demostracién: Sea T un punto de acumulacién de A. si T € A, el conjunto abieto A€ es una ve-
cindad de Z, que debe contener cuando menos un punto de A, pero esto no es posible, por lo
tanto se concluye = € A.

Inversamente: Si A contiene a todos sus puntos de acumulaciéon se habra de probar que A€ es
abierto.
Sea y € A€ entonces y no es punto de acumulacién de A. Por lo tanto, existe una vecindad r
de y tal que ANwv =@.
En consecuencia v, C A°. Dado que esto es valido Vy € A° se deduce que A° es abierto
A es cerrado.

Celdas Nidificadas y el Teorema de Bolzano- Weierstrass

Una sucesién de conjuntos {A,,} en un espacio métrico X, es decreciente si A,, C A,4+1, n=1,,2,3......
Una sucesién decreciente de intervalos cerrados {I,,}, es una sucesién nidificada

1
Ejemplo La sucesién {—, } , n=1,2,3,... es una sucesién nidificada.
n'n

1
Ejemplo Las bolas cerradas {B (x, %) },con centro en x, y radio positivo —, forman una sucesién nidi-
n
ficada.

Definicién 1. Una celda abierta en R es el conjunto

(a,)={T€eR|a<z<b}
Una celda cerrada en R es el conjunto

[a,b] ={Z eR |a<z<b}
Ejemplo El producto cartesiano [a, b] x [c,d] es una celda en R? que se le llama rectdngulo
Ejemplo El producto cartesiano [a, b] x [c,d] x [e, f] es una celda en R? que se le llama paralelepipedo
Definicién 2. Una Celda abierta J € R™ es el producto cartesiano

(a1,b1) X (az,b2) X -+ X (an,by)

de n celdas abiertas de numeros reales

J:{EER"\ai<xi<bi,i:1,~-~,n}
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Definicién 3. Un subconjunto de R™ es acotado si esta contenido en alguna celda

Teorema 1. (Celdas Nidificadas) Sea {I} una sucesion de celdas no vacia en R™ nidificada en el sentido

I DI, DI3D,--- D I,. Entonces, existe un punto en R™ que pertenece a todas las celdas.
Demostracion. Sea Iy = {(x1,22, -+ ,2p) €ER" | ap; <a; <by, k,j=1,---n}
'
by 1
A b2,
byz 1
Sucesion Nidificada {{ I (]
azz A
az1 :: 422
a2 by,
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1
as, aizy! b3 by,
[
—
i

Sucesion Nidificada

Cada celda [ag;,br;] k,j € N forman una sucesién nidificada de nimeros reales y por la completacién
de ntimeros reales existe un y,, que pertenece a cada celda. Aplicando este razonamiento a cada celda se
tiene un punto y = (y1, ..., Yn) € R™ que pertenece al producto cartesiano de todas las celdas.

Teorema 2. Bolzano- WeierstrasTodo subconjunto infinito acotado de R™ tiene un punto de acumulacion

O

Definicién: Familias de conjuntos Si tenemos dos conjuntos A y B, al conjunto cuyos elementos
son estos conjuntos, lo llamaremos COLECCION O FAMILIA de conjuntos y se representa con la

notacién
{A, B}
Si una familia tiene tres elementos (conjuntos) , digamos A;, As y As, se denota por
{Ab A27 AS}

En general, si una familia de conjuntos tiene m elementos, la representamos por
{A1,As, ..., A}

Lo cual podemos representar asi:
S={41,4,,...,Ap}
6 también
S={Asla=1,2,....,m}
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(1) Si &= {Aq|a € I} es una familia de conjuntos, definimos
La unién de la familia, como el conjunto

U Ay ={zlz € Ay, pa a€cl}
a€cl

(2)
(1) Si & ={Aq|a € I} es una familia de conjuntos, definimos
La interseccién de la familia, como el conjunto

m Ay ={z|lz € A,, VYael}
ael

Definicién: Si I = {1,2,...,m} podemos escribir

U 4=

(G
N
Q

acl a=1

m
N Aa=[]4a
acl a=1

Proposicion: Propiedades béasicas de la familias de conjuntos
(1) Si A y B son subconjuntos abiertos de R™, entonces A|JB y A() B son abiertos

Demostracion. Sea T € AU B. Se tiene entonces que T € A 6 T € B.

SiT € A, entonces, puesto que A es abierto existe r > 0 tal que B,.(T) C A, luego B,.(T) C AUB
Si T € B, entonces, puesto que B es abierto existe r > 0 tal que B,.(T) C B, luego B,(Z) C
AUB O

En cualquiera de los casos, existe una bola abierta B, contenida en AU B. .©. AU B es abierto

(2) Si A y B son subconjuntos cerrados de R™, entonces A|J B y A() B son cerrados
Demostracion. Ejercicio O

Proposicion: Es una generalizacién de la proposicién anterior de la familias de conjuntos

(1) La unién arbitraria de conjuntos abiertos es un conjunto abierto
(2) La interseccién finita de conjuntos abiertos es un conjunto abierto
(3) La unién finita de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado
(4)

4) La interseccion arbitraria de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado

Demostracion. Ejercicio O
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Conjuntos Compactos I

Definicién. Se dice que un conjunto K es compacto si siempre que esté contenido en la unién de una
coleccién g = {G,} de conjuntos abiertos, también esta contenido en la unién de algiin niimero
finito de conjuntos en g.

Una coleccién g de conjuntos abiertos cuya unién
contiene a K con frecuencia se llama cubierta de K.
De modo que el requisito para que K sea compacto
es que toda cubierta g de K se pueda sustituir por
una cubierta finita g de K.
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