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Funciones de Variacién Acotada

Definicién 1. Sea f una funcion real en el intervalo I = [a,b] y sea p una particion de I, p = {a =
to,t1, ..., tn=p} entonces si todas las sumas

Z |f(tk) — f(te—1)]

son acotadas se dice que f tiene variacion acotada sobre I. Se define como el supremo de los valores de
las sumas tomadas sobre todas las particiones de I

vp = SUPZ |f(tk) — f(te—1)]

Curvas Rectificables

Definicién 2. Para funciones vectoriales: Sea f(t) una curva dada por f(t) = (f1(t),..., fn(t)) t € [a,b]
y sea P una particidn de [a,b] P = {a =to,t1,...,tn=p} la suma

La = %[ f(tr) — f(tr-1)|l

es una aproxrimacion a la longintud de la curva. Si los numeros La estan acotados para todas las par-
ticiones de [a,b], entonces se dice que la curva C es rectificable y que la longitud de la curva esta dada
por

Lo =sup La=sup X|f(te) — f(te—1)l
Si los numeros La no estan todos acotados se dice que la curva C no es rectificable.

Teorema 1. Sea C una curva dada por f(t) = (f1(t), f2(t), ..., fn(t)) t € [a,b] una condicidn necesaria y
suficiente para que C sea rectificable es que f; i = 1,...,n tengan variacion acotada

Demostracion. Necesidad. Supéngase que C es rectificable y que Lo existe y sea P cualquier particion
de I. Entonces

[fi(tr) = filte—0)l < lfte) = f(tr-1)ll

Dado que un vector tiene una longitud mayor que cualquiera de sus componentes. Por lo tanto

S OIfilte) = filts-0) <D I fct) = f(te-1)| < Le

Por lo tanto f; tiene variacién acotada para toda i y para toda particién P de [a,b].
Suficiencia. Supongamos ahora que f1, ..., f, tiene variaciéon acotada esto significa que existe v fi, ..., vf,
por lo que

1fte) = f =)l < |fr(te) = fr(te—1)] + [ f2(te) = fo(te—1)| + o 4 | fu(tr) — fa(tr—1)] <
vfi+vfo+ ... +of,

Por lo tanto
Do fctk) = F-)l < D 1filtn) = filte—1)| <D 0fi

Por lo tanto ) || f(tx) — f(tx—1)|| esta acotada y por lo tanto f es rectificable O O
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Teorema 2. Si f es mondtona en [a,b], entonces f es de variacidn acotada en [a,b]

Demostracion. Sea f creciente. Entonces V particién de [a,b] f(tx) — f(tx—1) > 0 por lo tanto

It = Fte-) =D f(te) = F(te—1) = f(b) — f(a)
k=1 k=1

O

Teorema 3. Si f es una fucidn continua en [a,b] y existe ' y es ésta acotada en el interior de [a,b]
|f'(x)] < M Yz € (a,b), entonces f es de variacion acotada en [a,b]

Demostracion.

Dem: Por el teorema del valor medio

f(te) = fth—1) = (tx — ti—1) f'(t5)
con tj € (tg—1,tx) por lo tanto

n

SO = Fltee) =D [tk — teoa | 1 ()] <D [tk — toa | M = (b— a) M
k=1 k=1

k=1

por lo tanto f es de variacién acotada 0
Ejemplo: Mostrar que la siguiente funcién vectorial (curva) f(t) = [t,t? sen (})] es rectificable

Solucién: Tenemos que f1(t) = t es monotona y continua en [0,1] por lo tanto f; es de variacién acotada.
Para fo(t) = t?sen (%) vamos a checar continuidad. Para ello proponemos un § = /e por lo que si

0<[|t—0l<d=[t—0]<Ve=|tP}<e

1 1
[t?sen (=) — 0| = [t?sen (- || < || =|t|* <e
t t

Por lo tanto f»(t) es continua en [0,1]. Ahora vamos a comprobar que |f4(t)| esta acotada en [0,1],

se tiene que
1 1 1
f2(t) = t? sen (t) = f5(t) = 2t sen <t> — cos <t>
Por lo tanto

1 1 1 1
|f2(H)| = |2t sen (t> — cos <t> | <|2tsen (t> |+ ] — cos <t) | <)2t|+ -1 <3

Por lo tanto |f4| esta acotada y por lo tanto f5 es de variacién acotada. Finalmente como f1 y fa
son de variacién acotada entonces la curva f es rectificable

Mientras que

Ejemplo: Mostrar que la siguiente funcién vectorial (curva) f : [0,1] — R? dada por f(t) = [t,tsen (%)]
donde f(0) = (0,0) no es rectificable
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Solucién: En este caso tenemos que revisar cada una de las funciones componentes.

Para x1(t) =t en [0, 1] tenemos que z; es monotona creciente y segin el resultado anterior, es de
variacién acotada.

Para x4(t) = tsen (%) Ahora tomamos la particién

2 2 2 2 2 1
ey Ty =y Iy = = =
ki+1’ To = k_a 75333 9

Por definicién f(xg) = 0 y para x; # 0 se tiene que

P = {0!170,(131

f(3) = lsen (%) =1lsen(m) =0
8o o () = 2oem () - -2
£(2) = 2sen (2) = Zsen (%) =0
f(3) = Zsen (g)zgsen(%“):_%
Por lo tanto
n ) ) , )
2ot = stecl=fo= (=) |5 =of o3[ [ —o]+--
3 '35 5 7 7 335577

4 5 6

esta tultima es la serie arménica la cual no converge a medida que n es suficientemente grande, por
n

11 1 1
>2(g+ st

lo tanto Z |f(t;) — f(ti—1)| no es acotada y en consecuencia la funcién no es de variacién acotada,

i=1
por lo tanto la curva no es rectificable
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