Introduccién a las Funciones Vectoriales (Funciones de R — R™) 1

Torsién

Sea f : I C R — R? una curva tres veces diferenciable parametrizada por longitud de arco. Nuestro
objetivo consistira en estimar con que rapidez una curva se aleja de su plano osculador

\_["
? X/

/ plano osculador en p
G

¢ Que tanto se despega del plano osculador ?

tenemos que

d|| B||? d(B-B
o1 s B dB-B)
ds ~~ ds
| B|?=B-B

=0 = B-B+B""B=0= B -B=0= B'LB

por otro lado
B-T=0= (B-TY=0= B -T+T'-B=0 = B .-T=0= B'IT
T'-B=0
De lo anterior podemos concluir que B’ tiene la direccién del vector N.

Definicién 1. Sea f : I C R — R3 una curva tres veces diferenciable parametrizada por longitud de arco
tal que f"(s) A0V s € I. El nidmero 7(s) tal que B'(s) = 7(s)N(s) se llama torsion de f en s.
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Introduccién a las Funciones Vectoriales (Funciones de R — R™) 2

En la figura anterior vemos que la torsién representa una variacién en la direccién del vector binormal,
procederemos ahora a desarrollar una féormula para calcularla
Tenemos que

T(s)=f'(s)
ahora bien
Ny = L1
I1£7(s)l

por lo tanto

S) =

1715 s) = 1) (™) iy f,,(s)(f”(s)~ f”’(s))
P TZo] IZOIE

Luego entonces si
B'(s) =T(s) x N'(s)

se tiene que

f"(s) - 1" (s)
17 (s)1?

B(s) = £1(6)x = o) (L

) 1
177 () FEOIEY AN VO]

La torsién esta dada por

F(s) % (s~ ( ) F(s)x 1 (5)
B'(s) = 7(s)N(s) = B(s)-N(s) = 7(s)N(s)-N(s) = B(s)-N(s) = 7(s)[[N(8)[> = B'(s)- N(s) = [ (s)]

Vamos a calcular B’(s) - N(s) tenemos que

1 (s Mig) _ fll(s)'fm(s) (s "ig) ) . f”(s) _
(nf"(s)nf”xf (s) ( TROIE )“””’) 177

1 / " L (8) — f//(s)'f”/<5) / T(s) - (s 1
el @< - 16 - (5 T 1) =

La cancelacién es porque

H2f’(S) x f"(s) - f"(s)

fi(s) x f"(s)- f"(s) =0
y como

k(s) =117

se tiene entonces que

f'(s) x f"(s) - f"(s) _  f'(s) X f"(s) - f""(s)

Tls) = Fs)? - R(5)?
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Introduccién a las Funciones Vectoriales (Funciones de R — R™) 3

Ahora vamos a expresar la torsién en términos de t, se tiene que Ya hemos visto que

Por lo tanto

a5t ) _d(uf 1) e d(%)i_%%) /() =
s at ds @t & @ 77

Arid) 1 (renr - reZonY el - Foddn)
T O] TKOIE IO TROIE 7l

Donde *

T'(s) = f"(s) =

d(If' @O _ dv /() - f@) _ [ - f @)

it i 0l
Por tanto
SO = FOfelar Y 1 PO =G 1 e
( PO IIf'(t)II_( 70l )IIf’(t)II?’_IIf/II“ (W OFS" = 1) 1)
Por lo tanto
7(6) = e (P10 = (710 1(0) 710) W
7160 1710) = 0 (s (U 0IRF0) - (70 70) 0)) =

(i7m) 70 <0~ (S ) 20070 = g ) 10 <"

Mientras que
mioy _ W) (df"(s)\ dt _ (df"(s)\ 1 _ (df"(s) L
o= = (%) 5= (3 )d‘( ) T -

1 d 1 ! . 1 ! —
||f' df <||f ”4 Hf || @) = (@) @) f (t))>

(Ilf’l(t)ll)Kllf e 0) + (piar) 10~ (f}%)ﬁj)f”(“f“”(ﬁf?)ﬁjﬂ

Por lo tanto hacemos
f/(S) % f//( II/

() 707" () | (e ) W ) 70 - o)
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Introduccién a las Funciones Vectoriales (Funciones de R — R™) 4

= ! 0% ") O = el % 105
de la igualdad
f'(s) x f"(s) - f"(s) _ _fs) < f(s) - S (s) 1 ) < () -
k(s)? k(s)? If@1° (Hf’ f”u)
[FHOIE
Tenemos que la torsién esta dada por
P O LS 0N
(L @) < f @)
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