Funciones de R™ en R 1

Multiplicadores de Lagrange'

Para entender el método de los multiplicadores de Lagrange ilustraremos las ideas con un ejemplo

Ejemplo Sea f : R? — R dada por
fla,y) = (z+1)" +4°
En este caso vamos a encontrar los puntos criticos

20r+1)=0 _ x=-1

Viwy)=@@+1).2) = Vfiy)=00) « 7y 5 =" _

por lo tanto el tinico punto critico es (—1,0) para ver si es maximo o minimo nos fijamos que en la
funcién
fla,y)=(@+1)°+y* = flz,y) 20

en este caso cuando evaluamos en el punto critico (—1,0) se tiene

f(=1,0)=(-1+1)>+0%>=0

por lo que podemos decir que el punto (—1,0) es un punto minimo.
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La pregunta ahora es si la funcién alcanza un valor méximo, para ello debemos restringir el dominio
de la funcién, en este caso al conjunto

{(z,y) € R? | ||(z,p)|| <2}

en la parte roja se calculo que f alcanzaba un valor minimo en (—1,0) falta ver lo que ocurre en la
frontera del conjunto, es decir en la parte azul.
Esta parte se puede parametrizar

€——— a(t) = (2cos t,2 sent)

3

donde a : [0,27] — R?
Podemos entonces definir la funcién g(t) = f o a () en este caso

g(t) = foa(t) = fla(t)

= f(2cos t,2sen t)
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= (2cos t+1)* + 4sen? ¢
=4cos t+5
lo que haremos ahora es encontrar los valores maximos y minimos sobre g, en este caso
g'(t) = —4sent
por lo que
Jgt)=0 & —dsent=0 & t=0,t=m, t=27

evaluando en g se tiene
g(0) = 4cos*(0) + 5

=9
g(m) =4cosm+5
=1
g(27) = 4cos?(2m) + 5
=9
se tiene entonces que el maximo valor se alcanza en t = 0, t = 27 y el minimo valor se alcanza en

tAhofa sobre la frontera se tiene
a(0) = (2cos 0,2sen 0) = (2,0)
a(m) = (2cosm,senm) = (—2,0)
a(2m) = (2cos 2m,sen 2m) = (2,0)

por lo tanto tenenmos que el valor minimo de f sobre el conjunto es 1 y que este valor se alcanza
en (—2,0)

y su valor maximo sobre el conjunto es 9 y que este valor se alcanza en (—2,0).

Por lo tanto comparando los valores de f en los puntos criticos que estan en el interior del conjunto

{(z,y) e R | ||(2, )l = 2}

junto con los valores en la frontera de dicho conjunto, concluimos que f alcanza sus valores maximo
y minimo en los puntos (—1,0) y (2,0)
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El conjunto
{(z,y) € R* | |[(z,p)ll < 2}

se puede considerarse como el conjunto de nivel de una funcién g : R? — R en el caso de nuestro ejemplo
la funcién g es

gla,y) = 2* + ¢
Vamos a considerar los conjuntos de nivel de la funcién
flay) = (z+1)% + 4

para c =1y ¢ =9 (que son los valores extremos que alcanzo f sobre el nivel 4 de g)

No(f)

Punto en comun

Punto en comin
No(f), Nu(g)

N4 (f), N4(g)

Observamos que estos conjuntos de nivel Ni(f) y No(f) se intersectan tangencialmente con Ny(g) en los
puntos (—2,0) y (2,0) que son justo los puntos en donde f alcanza sus valores extremos sobre la frontera
del conjunto.

Recordando que el gradiente de una funcién en un punto x( es ortogonal al conjunto de nivel que contiene
a este punto, concluimos que los vectores

Vf(=2,0), Vg(-2,0)
deben de ser paralelos y lo mismo para
Vf(2,0), Vg(2,0)

vamos averificar

(gg((:gj 8; : ((:Z: 8;) = Vf(-2,0)= %Vg(,z 0)
V£(2,0) = (6,0) B
<V9(2,0) = (4, o>> = Vf(2,0) = ;Vg(2,0)

Conjeturamos lo siguiente:

Si tenemos una funcién f para la cual queremos calcular sus valores extremos sobre un conjunto de nivel
de una funcién g y localizar los puntos de este conjunto en los cuales alcanza estos valores extremos, es
suficiente con encontrar los puntos & € N.(g) en los cuales se satisface que

V(&) = AVg(Z)
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Teorema 1. Método de los multiplicadores de lagrange. Sean f :u CR" >R yg:u CR" - R
funciones C' con wvalores reales dados. Sean xo € u y g(xg) = ¢, y sea S el conjunto de nivel de g con
valor c. Suponer Vg(zo) # 0.
Si fls (f restringida a s) tiene un mdzimo o un minimo local en S, en xq, entonces existe un nidmero real
A tal que V f(zg) = AVg(xo).

Demostracion. Para n = 3 el espacio tangente o plano tangente de S en x( es el espacio ortogonal
a Vg(xzg) y para n arbitraria podemos dar la misma definicién de espacio tangente de S en xy. Esta
definicién se puede motivar al considerar tangentes a trayectorias ¢(t) que estan en s, como sigue: si ¢(t)
es una trayectoria en S y ¢(0) = zg, entonces ¢’(0) es un vector tangente a S en xg, pero

dg(c(t) _d .
dt  dt (c) =0
Por otro lado usando regla de la cadena
d /
So(et)| = Vglao)-¢(0)
t=0

de manera que Vg(zg) - ¢/(0) = 0, esto es, ¢/(0) es ortogonal a Vg(xg).
Si f|s tiene un méximo en g, entonces f(c(t)) tiene un maximo en t = 0. Por célculo de una variable,

Fel)|
da  |_o
Entonces por regla de la cadena 0 = df(;gt)) =V f(zo) - ¢(0).
t=0

Asi, Vf(zg) es perpendicular a la tangente de toda curva en S y entonces tambien es perpendicular al
espacio tangente completo de S en xy. Como el espacio perpendicular a este espacio tangente es una recta,
Vf(xo) y Vg(zo) son paralelos. Como Vg(xzq) # 0, se deduce que V f(xg) es multiplo de Vg(xg). O

Ejemplo Use el método de los multiplicadores de Lagrange para encontrar los valores extremos de la
funcién f : R? — R dada por
flz,y) =22+ 3y

sobre la restriccién
1’2 4 y2 =4

Solucién En este caso la restriccién la vemos como el conjunto de nivel cero de la funcién
22
g(z,y) =a" +y" —4
y tenemos entonces que

Vf=1(23) -
<Vg = (2x,2y)> = (2,3) = A(2z,2y)

tenemos el sistema,

2=2\\ _ (A=3\ _ 1_3 _ _3_
3= A2y A= 3y + 20 T VT3
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dicho valor se sustituye en la restriccién

2
3 9 13 16
m2+<2x> :4:962—1—1332:4:—x2:4:>13x2=16:>x2: = |z| =

4
4 13 V13

por lo que

)= 6

4 ) _ _6
\/413 V13
V13
evaluando en nuestra funcion

f<4 6)8+18268N721
VI3'V13) V13 V13 V13

f(_4 _6)__8 S8 2%
V13' V13 VI3 V13 Vi3 ’

por tanto el valor maximo es 7,21 y se alcanza en <

4 6)
V13713
4
y el valor minimo es —7,21 y se alcanza en (— —6)

VAENRRVAE]

El método de Lagrange se puede utilizar cuando hay mas de una ecuacién de restriccién, pero se debe
anadir otro multiplicador por cada restricciéon adicional.

Si se requiere hallar los valores extremos de f(x,y, z) sujetos a las restricciones g(x,y,z) = 0y h(x,y,2) =
0 entonces la condicién de Lagrange es

Vf = AVg+ uVh

sujeto a

Ejemplo La interseccién del plano
1 1
T+ - —2=0
oYty
con la esfera
?+yP+22 =1
es un circulo. Halle el punto sobre este circulo con coordenada x maxima

Solucién SE requiere maximizar la funcién
f(@,y,2) ==
sujeta a

1 1
x—|—§y+§z=O, P =1
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tenemos entonces

Vf: (170a0) 11
Vh = (2z,2y,2z)
es decir
A+ p2z=1 = %
%)\—I—p?yzo = A= —duy
sA+p22=0 A= —6uz

las dos tltimas nos llevan a 3
—4dpuy = —6uz = y= 57

este valor se sustituye en la primer restriccién (plano)

() rrm0 5 0=
45| 5% 3% = T =157

ambos valores se sustituyen en la segunda restriccién (esfera)

13\ /3\ 12
——z| +|zz] +2=1 = 2=+—+—=
() + (3) s

por lo que los valores de z,y son

Tenemos entonces los puntos

p_( V13 18 12 0- VI3 18 12
- T3 ryiz) T\ 7T VI3 TVI3

donde Q es el punto con mayor coordenada x.
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