Funciones de R™ en R 1

Teorema de la Funcién Implicita (f : R — R) I

Teorema 1. Considere la funcion y = f(x). Sea (xq,y0) € R? un punto tal que F(xg,y0) = 0. Suponga

que la funcion F tiene derivadas parciales continuas en alguna bola con centro (xg,yo) y que 6—(11007 Yo) #
Y
0.

Entonces F(x,y) = 0 se puede resolver para y en términos de x y definir ast una funcién y = f(x) con
dominio en una vecindad de (xo,y0), tal que yo = f(x0), lo cual tiene derivadas continuas en V que

F
87(7’3 y)
pueden calcularse como y' = f'(x) = 76;7’ T €
Fy(x’y)
Ejercicio Si
OF
, , af(ﬁy)
y = fl(z) =~ OF
a9 (z,y)
calcular y”
Solucién En este caso
OF \ |9?F dz | 9°F OF\ | 9*F d Fd
y (aT;) {a s T oyos } - (%) {Ehﬁydi + a dy:|

dy
dx
(%)
2]
oF 9°F dx | O°F s
:| - (%) |:aa:8ydw + 0y? <_3F):|
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Funciones de R™ en R 2

Teorema de la Funcién Implicita (f : R? — R) I

Teorema 2. Considere la funcién F(z,y,z). Sea (xo,v0,20) € R® un punto tal que F(xo,%0,20) = 0.

OF OF
Suponga que la funcién F tiene derivadas parciales —, —, —— continuas en alguna bola con centro

ox’ Oy’ 0Oz

OF
(20,50, 20) Y que (20,0, 20) 7 0-
Entonces F(x,y,z) = 0 se puede resolver para z en términos de x,y y definir asi una funcion z = f(z,y)

con dominio en una vecindad de (xo,Yo,20), tal que zo = f(zo,Y0), lo cual tiene derivadas continuas en
V que pueden calcularse como

OF 8F(m )
%(w ):_M %(w ):_M
de TRy T O
8z Y 8z Y
Ejercicio Si
dz( y) = —BZ Y
dz ™’ 8F( )
02 z,y
calcular
O*F
0x?

Solucién tenemos que

AF\ | 8>F da 9% F dy 9%*F dz AF\ | 8°F da
(@)[axzaJrayaxﬂﬂL —(3x)

2F dy | 9%F dz
v T 927 do

o)
82F 0 %(:E’ y) 0x0z dx + Oyoz 022 dx

o2 oz oF - (371:)2
—(z,
5, (1Y) 2
AF\ | 8%F 9%F d OF\ | &*F 8%F d
() |G ] - (9 [Bh 5]
- OF\2
(%)
aF\ [8*F | 8°F oF aF\ [ 82F | 9°F oL
. (Bz) [8z2 +8231: <_ 81;):| _(7) [8182—’_ 0z2 <_871;):|
- OF 2
(%)
OF\2 5°F 9%F OF OF dF\2 8°F
— (W) dz2 28281:%7 + (%) 0z2
(%)’
z
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Funciones de R™ en R 3

Ejercicio Si

o oy (= Y)
dy "’ OF
%(‘r’y)
calcular
0’F
ay?

Solucién tenemos que

oF
- AF\ | 8%F dx | 9*F d 9%F dz dF 9%F dx 9%F d 3%F dz
0*F . 0 ay (:c,y) . (E) I:ayawTy + 0y? ﬁ + 0z0y dT;:I B (87y) I:aa:&zdiy + 8y8zﬁ + 022 Ty:|
2 9y | OF - 9F\2
dy dy —(z,y) (@)
0
AF\ | 8%F 9%F dz OF 9*F 9%F dz
B (52) [ay2 T 20y (Ty} - (871;) |:6y6z + W@}
o (35)°
oF\ | 9*F | 8°F 5 or\ | o°r | &?r (5
(W) |:8y2 + 020y (_3;:’>:| - (Giy) |:3y8z + 922 (_%
o ()
2
oF\2 9°F 02F 9F OF oF \“ 92F
. (E) Oy? _28z8y87y72 + (Ty) 022
- oF\3
(%)
Ejercicio Si
oF
dz En
@y =5
0z
calcular 52
F
Oyox
Solucién tenemos que
oF
PF _ 9 (OF\ _ 0 [ gg | _
Oydx Oy \ Oz ) Oy oF |
0z
(ai) {BQF 92F g} _ (al) [82F 82F@}
Oz Oyox 920x Oy ox Oyoz 922 Oy
B OF\2
(%)
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Funciones de R™ en R 4

or oF

() | r o g | OV | (3E) | ZE g o | O

) - (%) 8
oOF

2 9°F 9°F 9F OF _ 9°F OF OF | 92F OF OF

(E) dydx ~ 0z0x Oy 0z  Oydz Ox 0z 0z2 Oz Oy

(55)°

Teorema de la Funcién Implicita (version sistemas de ecuaciones) I

Consideremos ahora el sistema

au+bv—kix=0
cu+dv—kyy=0

con a, b, c,d, ki, ko constantes. Nos preguntamos cuando podemos resolver el sistema para u y v en térmi-
nos de x y y. Si escribimos el sistema como

au +bv = k1x

cu+ dv = kay

y sabemos que este sistema tiene solucion si det Z ‘ # 0 en tal caso escribimos
1 1

u = (k1dz — kaby), v = (koay — kicx).
a b a b

det det

c d c d

Esta solucién no cambiaria si consideramos

au + bv = fi(x,y)
cu+dy = fa(z,y)

donde f1 y fo son funciones dadas de z y y. La posibilidad de despejar las variables v y v en térmi-
nos de x y y recae sobre los coeficientes de estas variables en las ecuaciones dadas.

Ahora si consideramos ecuaciones no lineales en u y v escribimos el sistema como

g1(u,v) = fi(z,y)
g2(u,v) = fa(x,y)

nos preguntamos cuando del sistema podemos despejar a uy v en términos de x y y. Mas generalmente,
consideramos el problema siguiente, dadas las funciones F'y G de las variables u, v, , y nos preguntamos
cuando de las expresiones
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Funciones de R™ en R 5

F(z,y,u,v) =0
G(:L.7 y’ u? v) = 0

podemos despejar a w y v en términos de x y y en caso de ser posible diremos que las funciones u =
p1(x,y) y v =a(x,y) son funciones implicitas dadas. Se espera que F'n funciones u = p1(x,y) y v =
¢2(z,y) en

F(z,y, p1(z,y), p2(2,y)
G(.’I}, Y, (pl(xa y>7 L)02("177 y)

con (z,y) en alguna vecindad V.

Suponiendo que existen ¢ y g veamos sus derivadas

OF0c  OF0y OFOu OF0u _ _ OFou 0F0u_ OF
oxr 0x Oy dx Oudx Ovdr oudxr v oxr  Ox

0Gor 9GOy  0Gou  9Gow

oG os . , G 9Gou 09GO 0G
Or 0x Oy dxr Oudx v dr

uor  owor ox

. . . e, u Qv ,
Lo anterior se puede ver como un sistema de 2 ecuaciones con 2 incégnitas I y e Aqui se ve que para
que el sistema tenga solucion
or oF
Oou Ov
det # 0 en (P) (el det Jacobiano) y segin la regla de Cramer
oF oG
ou  Ov
oF OF oF OF
or 0Ov ou ox
det det
oG 0G oG oG
du _ _dr v o _ du oz :
i 9F OF | el 9F OF (con los dos det Jacobianos).
Oou Ov Oou Ov
det det
or oG or oG
ou  Ov ou  Ov
Analogamente si derivamos con respecto a y obtenemos
OF u  OF Ov__OF
oudy Ovdy Oy
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Funciones de R™ en R 6

0G Ou  0G Ov oG

Guoy  ovdy oy

de donde
_oF oF or - _oF
dy Ov ou Jy
det det
oG 0G oG oG
ou oy o o oy |
o oF OF | oy oF OF (con los dos det Jacobianos).
ou v Ju  Ov
det det
or oG oF oG
ou  Ov Ju  Ov
oF OF
. Bu a’U . a(Fv G)
Al determinante det lo llamamos Jacobiano y lo denotamos por .
G G (u,v)
du

Teorema de la Funcién Implicita (sistemas de ecuaciones) I

Teorema 3. Considere las funciones z1 = F(x,y,u,v) y 20 = G(x,y,u,v). Sea P = (x,y,u,v) € R?
un punto tal que F(P) = G(P) = 0. Suponga que en una bola B € R* de centro P las funciones F
%((Z:f)) (P) # 0 entonces las
expresiones F(x,y,u,v) =0 y G(z,y,u,v) = 0 definen funciones (implicitas) v = p1(x,y) y v = pa(z,y)
definidas en una vecindad v de (x,y) las cuales tienen derivadas parciales continuas en v que se pueden
calcular como se menciona arriba.

y G tienen (sus cuatro) derivadas parciales continuas. Si el Jacobiano

Demostracion. Dado que

OF OF
u v
det #0
oF  9G
ou Ov

F F
entonces g—u(p), aa—v(p), Z—i(p), g—f(p) no son cero al mismo tiempo, podemos suponer sin perdida de

0
generalidad que a—(p) # 0. Entonces la funcién z; = G(z,y, u,v) satisface las hip6tesis del T.F.Iy en
v

una bola abierta con centro p, v se puede escribir como v = ¥ (x,y, u).
Hacemos ahora

H(z,y,u) = F(x,y,u,¥(x,y,u))
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y tenemos que

OH _0F0s OFOy OFdu OFdy _OF OF 0y
Oou Oxrdu Oydu Oudu Ovdu Ou Ovdu

por otro lado

por lo tanto
OH OF

ou ou

por lo tanto para H(z,y,u) =
w(xayau) = Tz[}(xay)@l(‘r)yau)) =

vecindad de p.

wou ou o

oG

o _ G
- oG

ou o

oG OF 9G OF 9G

oF oy _ OF 5_F<_@> _Duon —avou 4
29G 9G
v v

0 tenemos que existe una funcién v = ¢i(z,y) y por lo tanto v =

wa2(x,y) y por tanto u,v se pueden expresar en términos de x,y en una
O
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