Funciones de R™ en R 1

Teorema de la Funcién Implicita (sistemas de ecuaciones) I

Teorema 1. Considere las funciones z1 = F(z,y,u,v) y 20 = G(x,y,u,v). Sea P = (x,y,u,v) € R*
un punto tal que F(P) = G(P) = 0. Suponga que en una bola B € R* de centro P las funciones F

o(F,G

8((1;, v)) (P) # 0 entonces las
expresiones F(x,y,u,v) =0 y G(z,y,u,v) = 0 definen funciones (implicitas) u = p1(x,y) y v = pa(z,y)
definidas en una vecindad v de (x,y) las cuales tienen derivadas parciales continuas en v

y G tienen (sus cuatro) derivadas parciales continuas. Si el Jacobiano

Dadas las funciones F' y G de las variables u, v, z,y nos preguntamos cuando de las expresiones

F(z,y,u,v) =0
G(x7 y7 u) /l}) = 0

podemos despejar a v y v en términos de x y y en caso de ser posible diremos que las funciones u =
v1(z,y) v v = pa(x,y) son funciones implicitas dadas. Se espera que I'n funciones u = 1 (z,y) y v =

@2(z,y) en

F(Z‘7 Y, @1(33, y)) 802(337 y)
G(z,y, o1(z,y), p2(z,y)

con (z,y) en alguna vecindad V.

Suponiendo que existen @1 y @2 veamos sus derivadas

OF 0z OF0y OF0u OF0u _  _ OFdu OFdv_ OF

Or 0xr Oy dxr Oudx Ovdr oudxr  Ovoxr  Ox

0GOox 0GJy O0GOou 0Gv 0G Ou  0G Ov oG
— = — =0 = + =

oz 0w Ooyor ouox  ovor uor  ovor ox

: . . . .. Ou _Ov
Lo anterior se puede ver como un sistema de 2 ecuaciones con 2 incégnitas 92 7 Aqui se ve que para
i x
que el sistema tenga solucién

oF OF
ou Ov
det # 0 en (P) (el det Jacobiano) y segin la regla de Cramer
oF  9G
ou Ov
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oF OF or _oF
Jx  Ov ou Ox
det det
L0606 e oG oG e
Ou _ Or  Ov | _ _ 9w v _ Ju Oz | _ _ 9(u2)
o0~ [OF OF | T WEGY ;T [oF OF [ 4o
ou v () ou v o
det det
oF oG or oG
ou Ov Ju Ov
Analogamente si derivamos con respecto a y obtenemos
OF 0u  0F0v _ oF
oudy Ovdy Oy
0Gou  0Gow _ 0G
oudy Ovdy Oy
de donde
or  or LA
dy Ov ou oy
det det
0G 0G oG oG
= = A(F,G —_— —— O(F,G)
@ _ 8y ov _ 8((y,v)) @ _ ou 5‘y _ O(uy)
oy~ [OF OF | dre gy~ [OF oF | ra
ou v () ou v e
det det
oF oG oF oG
Oou Ov Oou Ov
oF  OF
ou  Ov (F, Q)
Al determinante det lo llamamos Jacobiano y lo denotamos por .
G aaG 9(u,v)
ou v

Ejemplo Analizar la solubilidad del sistema

Solucion En este caso definimos

F(z,y,u,v)=e“+e"—z—ye=0

e +e' =x+ye

ue" + ve’ = xye
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G(m,y,u,v) = ueu +Uev — TYe = 0

oF or
Oou Ov
por lo que el sistema tendra solucién si det #0
oF oG
ou  Ov
En este caso
or  oF
ou v u v
det = det ue o ve o | =" (ve' +e¥)—e’ (ue” + ") = ve' TV —ue # 0
OF 0G ue” + e ve’ +e
du v

por lo tanto u y v se pueden ver en términos de x,y .". se pueden calcular sus parciales en u =0, v =
1, x =1, y =1 que es este caso dan

det -1 S
ou e’ wve’+ev —(ve¥ +ev) + eYye 2e—e€?
Oz wvedtv —qyevtu T peutv —yevtu |(0’1’1’1) e 2-e
det e  wue" +e¥
ov —1 —ye —ye'e + uet + e e—1 4
Or | weutv —yevtu | peutv — yevtu I(O’l’l’l) T e T 1—e
det | 7€ —xe
ou e’ we’ +e’ —e(ve? 4+ ¢ev) 4 eYxe e? +e? —e?
Oy wentv —uevtu | peutv —yevtu oy = =¢
det e’ ue"+e*
v — —xe _ —e'zwe + e(ue” +e) _e~e_,
dy  wvewtv —qyevtu veuty — yevtu 11 = e

Teorema de la Funcién Implicita (n-sistemas de ecuaciones) I

Teorema 2. Considere las n-funciones
Us :Fi(xlv"wxmvyla“'ayn)v i = ]-a"'an

Sea P = (T1, s Ty Yy s s Yp) € R*T™ un punto tal que F;(P) = 0. Suponga que en una bola B € R"t™
de centro P las funciones F; tienen (sus m + n) derivadas parciales continuas. Si el Jacobiano

oFy,  OoF .. OF
Oy1 9y2 Oyn
oty HE o

Py, FoyoonFa) _ 0w 9w " Fmm| g o p

a(y17y2a"'7y’n) -
OF, OF, ... OFa
A1 Oy2 OyYn
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Funciones de R™ en R 4

entonces las expresiones Fy(T1, ..., Tm, Y1, Yn) = 0 y G(z,y,u,v) = 0 definen funciones (implicitas)
Yi = @i(T1, .., xm), @ = 1,...,n definidas en una vecindad v de (Ty,...,Ty,) las cuales tienen derivadas
parciales continuas en v que se pueden calcular como

O(F1,Fs,...,Fy)
y; Oy Yim 15T Yit 15w sYn)
Ox; O(F1,Fs,....Fn)
O(Y1,Y2,-sYn)

Ejemplo Considere las ecuaciones

F(xvy7u7v7w):«r+y+u+v+w:0
G(zvyauavaw):I27y2+u2*2v2+w2+1:0
H(n’faya%v,w):$3+y3+u4—3v4+8w4+2:0

En el punto P = (1,—1,1,—1,0), se tiene F(P) = G(P) = H(P) = 0. Todas las derivadas parciales
de F, G, H son continuas. Se tiene ademas que

1 1 1
F,G,H
M:det 2u  —4v 2w _1 =8#0
O(u, v, w) B —120% 3202 U
v=-—1
w=20

Entonces el teorema asegura que en torno a P podemos despejar u,v,w en términos de =,y y
establecer funciones

u=u(z,y), v=v(x,y), w=w(x,y)

las cuales tienen derivadas parciales continuas en una vecindad de (1, —1) que se pueden calcular

O(F,G,H) 9(F,G,H)
ou  Baww) OU  Bgww)
dr  OEGH)’ gy OFEGH)

O(u,v,w) O(u,v,w)

9(F,G,H) 9(F,G,H)
O Buaw) OV Bluyw)
dr  OFGH) gy OFG,H)

z O(u,v,w) Yy O(u,v,w)

O(F,G,H) 9(F,G,H)
ow o O(u,v,x) ow o A(u,v,y)
Or  OFEGH) gy~ OEG.H)

O(u,v,w) O(u,v,w)
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