Funciones de R™ en R 1

Diferenciales de funciones f : A C R? - R I

Tenemos que f: A C R? — R es diferenciable si

0 0
f(xo + hi,y0 + h2) = f(xo,y0) + a—i(xovyo)m + 8—£($0,y0)h2 +r(hy, ha)

cumple (he, ha)

, r(ny, N2

lim —= =0
(h1,h2)—(0,0) || (R, ho)||

Esto se puede escribir como

0 0
f(@o + h1,y0 + h2) — f(zo,y0) = —f(woyyo)fh + a—£($07yo)h2 + r(hy, ha)

oxr

S

., ()
(x+dxp, f (1)
. T

dy

tomando
f(xo + hi,y0 + h2) — f(xo,y0) = Az

0 0
8—£($0,yo)h1 = %(wo,yo)ﬂx

0 0
a—z(ﬂfo,yo)hz = a—g(afo,yo)ﬁy

tenemos que

B 0
Nz = a—i({l}m yo)A.’IJ + 6_;'];(-7;07 yO)Ay + T(A‘/L” Ay)

haciendo Az, Ay — 0 tenemos

5] 0
dz = 8—£($oayo)dfﬂ + 6—5(5150,1/0)61?}

Definicién 1. Siz = f(z,y) es una funcidn diferenciable, la diferencial de f denotada dz se define

0 0
dz = 8—£($07y0)d$ + a—Z(xo,yo)dy
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Funciones de R™ en R 2

Ejemplo Calcular la diferencial de z = 422 — zy

En este caso (4 (4
4x* — 4x* —
(42" — zy) dr + (42" — zy) dy = (8x — y)dx — xdy

dy —
: Ox oy

Ahora bien

0 0
f(xo+ hi,y0 + h2) — f(z0,90) = Dz = Fi(fo,yo)ﬂm + Fz(xowo)ﬂy

expresa el cambio aproximado de z = f(z,y) cuando (z,y) pasa a (z + Az, y + Ay)

Ejemplo Aproximar el cambio de z = 422 — xy cuando (z,y) pasa de (2,1) a (2,1,1,5)
En este caso tomamos g =2, yo = 1, Az = 0,1 y Ay = ,5 y el valor de cambio serd

of of

9 B DoTt 5 (21

mientras que
f(2,1,1,5) — f(2,1) = 14,49 — 14 = 0,49
por lo tanto en la aproximacion se cometio un error de 0,01
Ejemplo Usando diferenciales se quiere calcular aproximadamente

0,97
~ /15,05 + /0,08

Solucion Considerando la funcion .

f(xvyvz):\/ﬁ

conx=1,y=15 2z=1, de = —-0,03, dy = 0,05 y dz = —0,02 se tiene
fla+de,y+dy, 2+ dz) = f(z,y,2) + df (x,y, 2)

en este caso

flx,y,2) = f(1,15,1) = -

af 1 of =« 73 of —s1 e
B ZJ i 2 _ 53
or Y+ <z 0Oy 2( y+ ) 0z (y+\f) 3°
evaluando en (1,15,1) se tiene
af 1 of 1 af 1
1,15,1 -, —(1,15,1) = ——, —(1,15,1) = ——
ox P )= 4’ ay(’ 1) 128’ az(7 1) 384
de modo que
1 1 3,01
1,15,1) = —(— ’
AF(115,1) = 1(-0.03) — = (0.05) — 1 (~0,02) =~
por lo que
1 3,01
=1 331 0,242161
(el valor es 0,2421726)
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Funciones de R™ en R 3

Diferencial de orden 2 '

Sidf = 0f d:c + a—fdy entonces una diferencial de orden 2 seria:
of of , of of , of 4. 8f
2fF — —  ZL
df-d(df)-d( d+a ) 8x<8d+(9 d+8 I 8 dy
f *f f f *f f *f 2f
(8x2d +8xaydy>dx+<aya dx—|—ayzd)dy—a dz® +88 By dyalav-i—a2
_Pf s S *f
= @dm +23x6yd$dy+ oy 2dy
Por lo tanto 82f 5
2
a2f = d(df) = Sy 53

Ejemplo Hallar la diferencial de orden 2 para f(z,y) = e® +y

Solucion En este caso tenemos la férmula

82f *f 2f
2
d°f =d(df) = 88ddy+32
vamos a calcular las derivadas parciales correspondientes
8(€z2+y2) 2,,2
N 9pet Y
g e
A +v7) 2
= ye® +y
dy ye
ey 9 [0\ 9(2we” YY) p a2 2, 2
- 7 = — =4 x4y 2 74y
Ox? Ox Ox Ox ve e
2( a2 +y? 2 4y? o’ +y? 2, 2 2,2
0 (6 ) _ g 8(6 ) _ 8(2y€ ) _ 4y2€x +y + 2% +y
0y? 0 Oy Oy
Pty o (o)) aaet ) e
0yox y or dy
Py o (o)) o) e,
0xdy Ox Jy Ox

y la diferencial de orden 2 serfa:

df = (4$26w2+92 + 267”2*7’2) da® + 8wye® TV dudy + (4y2612+y2 + 26w2+y2> dy?
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Funciones de R™ en R 4

Diferencial de orden 3 '

92 92
Sid’f = fd 242 o (‘{ dxdy + 3y ];dy entonces una diferencial de orden 3 seria:
92 92
3 2y / o°f f
dfd(df)d(a da? +288ddy+a2 )
o (0*f o  Of > Sy > *f 2f
&J(deJr 88dxdy+82 ) 8( 2+ 88dxdy+82 )dy
O3 f o3f o f 8 f Bf o,
2 =
(8 da® + 92 8yd$dy+ax8 5 ) ( 8 PYE clavdy+a = dy )dy
83f Pf o, >’f >*f >’f >*f
P aaydd+aa 9220y Duayr W+ G =
a3f P f DPf >’f
923 a2y Wt 3 g pdrdy” + 5 gy’
Por lo tanto 8 f 5 f o f & f
3 _ 2 2 —J
&’f=dd°f) = d —1-3a 2aydgcdy—i-3aa dxdy? +83dy
Diferencial de orden 4 '
3
Siddf = i fd 34 388 J; da?dy + 388 / dxdy + g {dy entonces una diferencial de orden 4 seria:
o*f ot f orf o*f
dp_ 7073 3 2002 4 4 3
d*f=d(d’f) = By d +4 923 5yd dy+68x28y2dx dy” + 8x8y3dxdy + 3y 4dy

Diferencial de orden n

n anf n anilf n—1 n an72f i 2 anikf nfk k a f

que se puede escribir

¥i= Z( )Bm" iy 7 Yy’
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