El espacio R™ 1

Celdas Nidificadas y el Teorema de Bolzano- Weierstrass

Una sucesién de conjuntos {4, } en un espacio métrico X, es decreciente si A, C A,41,n=1,,2,3......
Una sucesién decreciente de intervalos cerrados {I,,}, es una sucesién nidificada

11
Ejemplo La sucesién [—, } , n=1,23,... es una sucesién nidificada.
n’'n

1
Ejemplo Las bolas cerradas { B (z, 2)},con centro en x, y radio positivo —, forman una sucesién nidi-
n
ficada.

Definicién 1. Una celda abierta en R es el conjunto

(a,) ={T R |a<x<b}
Una celda cerrada en R es el conjunto

[a,b] ={Z eR | a <z <b}
Ejemplo El producto cartesiano [a, b] x [c,d] es una celda en R? que se le llama rectdngulo
Ejemplo El producto cartesiano [a, b] x [c,d] x [e, f] es una celda en R? que se le llama paralelepipedo
Definicién 2. Una Celda abierta J € R™ es el producto cartesiano

(a1,b1) X (a2,ba) X -+ X (an,by)
de n celdas abiertas de niumeros reales
J={ZeR" |a; <z <b;,i=1,--- ,n}

Definicién 3. Un subconjunto de R™ es acotado si esta contenido en alguna celda

Teorema 1. (Celdas Nidificadas) Sea {I}} una sucesion de celdas no vacia en R™ nidificada en el sentido

Iy D1 D I3D,--- D I,. Entonces, existe un punto en R™ que pertenece a todas las celdas.
Demostracion. Sea I, = {(x1,72,-- ,2p) €R™ | ap; <xy <by, k,j=1,---n}
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El espacio R™ 2
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Sucesion Nidificada

Cada celda [ay;,byj] k,j € N forman una sucesién nidificada de nimeros reales y por la completacion
de nimeros reales existe un ¥, que pertenece a cada celda. Aplicando este razonamiento a cada celda se
tiene un punto y = (y1, ..., Yn) € R™ que pertenece al producto cartesiano de todas las celdas.

Teorema 2. Bolzano- WeierstrasTodo subconjunto infinito acotado de R™ tiene un punto de acumulacion

O
Conjuntos Conexos I

Definicion 4. Si A, B C R™. Decimos que A y B son separados si

ANB=0 y ANnB=10

Ejemplo Consideremos el conjunto G = Q el conjunto de los nimeros racionales y consideremos los
siguientes conjuntos

Ai={zeQ|z<V2}
Bi={zecQ|z>V2}

Se tiene entonces que

A={zeQ|z<V2}
Bi={zeQ|z>V2}

de manera que o o
AlﬂBlz(b Yy BlﬁA:@

por lo que A,B son separados.
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Definicién 5. Sea A C R™. Decimos que A es un conjunto disconexo si existen B,C C R™ tal que
B#0#C
A=BUC
BnC=0 y BNnC=10

Ejemplo Consideremos el conjunto Q el conjunto de los niimeros racionales vamos a ver que Q no es
conexo

Demostracion. Sean

A ={zeQ|z<V2}
B ={zeQ|z>V2}

se tiene que o o
AlﬂBlz(b y BlﬂA:(Z)

ademéas Q C A1 U By
por lo tanto @ no es conexo O
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El espacio R™ 4

Ejercicio Demuestre que los tnicos subconjuntos de la recta real que son conexos son los puntos y los
intervalos.

Demostracion. Todo subconjunto X de R que no sea ni un punto ni un intervalo es no conexo ya
queda,beX y ceRy a<c<by cg X, entonces X = {(—00,c) N X} U{(c,00)N X}y
por tanto X no seria conexo.

2) Un punto es conexo.
3) Todo intervalo es conexo

Sea X un intervalo y supongamos que X es no conexo, entonces X = A3y UB; AN B =
0 A #DBi#0

A = X NA, By = XNB con A,B abiertos de R como A; # ) Ja; € A; y como
Bi#0 3b1€B; a1 #b1 a; <by,seaa=sup{x € Aj|la; <z < b} =sup{4;Na,b)}.

El supremo 3 pues A; N [a1,b) esta acotado, ademds a € [a1,b] = a3 <a<b = a€ X pues
X es un intervalo.

Vamos a ver quea € A; y a € Bj.

a) Sia € A; C A, entonces a < by pues by € B, luego a € AN (-0, b)

= 3 e>0talquefa—e,a+e]CAN(-00,b) = a<a+e<b a+e€ X pues X es un
intervalo

a+e€X a+eCA = at+ec€Ai=ANX y a1 <a<a+te<b

y a no puede ser supremo del conjunto anterior.

b) Si a € By C B, entonces a; < a pues a; € A1 luego a € (a1, 00) N B abierto

= 1z € X, por ser X un intervalo, luego

[a—e,a]CX y a—¢,a]CB = [a—ealCB =XNB

= a—e¢ es una cota superior del conjunto anterior A; N[a1,b1] y como a —e < a luego a no puede
ser el supremo de dicho conjunto. O

Teorema 3. La totalidad del espacio R™ es conexo.

Demostracion. O
De no ser asi, existirfan 2 conjuntos abiertos ajenos no vacios A, B cuya union seria R"™.

Seax € A y y € B y considere el segmento S que une a x con y; es decir S = {z +t(y —z), t € [0,1]}.
Sean Ay ={teRlx+t(y—=x) € A}, Br={teRjz+y(y—z)€ B}.

A1NBy =0 A; # 0 +# B; y proporcionan una inconexién de S CONTRADICCION
Ya que el segmento .S, se puede ver como un intervalo, y los intervalos son conjuntos conexos.
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