Unidad 1 Integrales Multiples 1.7 Teorema de Cambio de Variables

Ejemplo

Calcular [ fRf(:c,y)dA para f(z,y) = z+y+1y laregion R limitada por lasrectas y—x = 1, y—a = —1,
y+rx=1yy+xz=2

y—x=1

Para ello vamos a dividir a la region en 3 subregiones y cada una de ellas vamos a calcularla de manera
independiente, para despues sumar los resultados. Tenemos entonces que

y—x=1

y—x=-1

y+x=2
y+x=1

Para la region verde

0<zx< l-x<y<l+z

DN |~

- la integral [ [ f(z,y)dA se convierte en

é 4z % y2
/ / (a:—&—y—f—l)dydazz/ ;L’y—i—?—l—y‘]lfﬁdw =
0 11—z 0
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Unidad 1 Integrales Multiples 1.7 Teorema de Cambio de Variables

/f:c<1+x)“+"”“>2+<1+x>— (w<1—m>+(1_zx)2+“‘x)) :/oé‘l“%?dx:

Para la regién azul
<z<l1 l-z2<y<2—2x

" la integral [ [, f(x,y)dA se convierte en

1 2
// :r+y+1dyd:r—/ xy+y?+y|§:ﬁdx:
! 3

/11x(2—x)@+(2—x)—((1—x)+@ 1_x> / dm_
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Unidad 1 Integrales Multiples 1.7 Teorema de Cambio de Variables

Para la regién roja

1<x< r—1<y<2—=x

DN o

- la integral [ [ f(z,y)dA se convierte en

(M

2—x % 12 .
/ (x +y+ 1)dyde = /1 xy + }5 +y Pyt de =

J1 14+x
-3 (27;1;)2 (*1+.’I,’)2 -2 , 9
22—z)——+2—-2)— (z(-14+2)+ ——+(-1+42) | = —22° 4 —dx =
J1 2 2 J1 2
—273 n 9z |3 2
3 2 I 3

- el valor de la integral [ [, f(x,y)dA es:

e 1 p2—z 3 22—z 7 5 2 5
/ (;z:+y+1)dyda:+/ / (x+y+1)dydw+/ / (@+y+ldyde= 5+ +5=35
0 Jl—=x % 1—x 1 —14x 12 4 3 2

Teorema de cambio de variables'

Teorema 1. Sea f : R C R? — R una funcidn continua de las variables z,y definida en la region R C R?.
Sea F: R C R? = R?, F(u,v) = (x,y) = (¢(u,v),v¥(u,v)) una funcion que manda de manera inyectiva
los puntos (u,v) de la region R!, en los puntos (x,y) de la region R del plano XY. Supdngase que F es
de clase C* y que la derivada F/(u,v) es una matriz inversible para todo (u,v) € RI. Entonces se tiene
la formula de cambio de variables en integrales dobles

[ [ swtein = [ [ oo vtmon |50 aua)

La demostracién de este teorema requiere ciertas herramientas que hasta ahora no hemos visto, sin
embargo aqui damos una pequena argumentacion para dar una idea de la demostracién para el caso
particular f(x,y) =1 de tal manera que obtendremos la férmula

//Rdxdy):/ R/f(¢(u,v),z/)(u,v))‘g((‘z:f))

Consideramos la region R’ = {(u,v)|ug <u <ug+ A, , vg<v<wg+A,}

dudv)
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Unidad 1 Integrales Multiples 1.7 Teorema de Cambio de Variables

Sea F : R* - R? F(u,v) = (z,y) = (x(u,v),y(u,v))la transformacién de coordenadas que manda la
region R' del plano uv en la regién R? del plano zy.
Consideramos la curva « : [ug, up + A,] — R? dada por: a(t) = F(t,v9) = ((t,v0), y(t,v0))

y B : [vo,vo + A,] — R? dada por 8(t) = F(ug,t) = (z(uo,t),y(ug,t) y los vectores de velocidas de estas
curvas son:

y sus longitudes se pueden calcular como

A vo+Ay
Lae [ lo®ld Lao= [ 8]

0 Vo

Si A, y A, son pequetios estas integrales son casi iguales. Ahora bien, por el T.V.M

wg+Asy vo+A,
[ ola=lwwyis, [ sl =15 e)a,

0 Vo

y podemos ver ahora que

o/ ()| A = [[ull i u=a/(u")A, o bien u= (01‘ &v)Au

du’ du
ox Oy

"WHA, = ||lv]| st v=p(w*)A, obienv=|——,==|A
18/l = ol st v= 5", (5o or)
donde las derivadas estan evaluadas en (ug,vp). Asi el area del paralelogramo curvilineo R es entonces
aproximadamente igual al drea del paralelogramo generado por los vectores u y v. Esta aproximacién sera
un tanto mejor en cuanto A, y A, sean pequefios y sabemos que el drea del paralelogramo generada por
2 vectores es igual a la norma del producto cruz de estos vectores.
uxv = (o (y") Ay )x(8'(v")Ay) = AuAya’ (u”)xB(v") =

) 7k
or 0Oy
0 0 ou  Ou
= AuAvdet l 7y 0= AuAv Ou  Ou
Ou Ou or Oy
o oy v o
dv  Ov
de modo que el area de la regiéon R es aproximadamente
fuzo] = | X2 A A,
0(u,v)
en resumen AreaR = (. y) (AreaR’)
d(u,v)
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Unidad 1 Integrales Multiples 1.7 Teorema de Cambio de Variables

Ejemplo Se quiere calcular la integral de la funcion f(x,y) = x + y + 1 sobre la region limitada por las
rectasy—x=1,y—xz=1, y+x=1, y+x =2y tomemos las variablessu=y—z , v=y+x

y-xr=-1
T
Y gy
2
F .
% is
o 4 | 1 w
y+:r:1 y+ﬂ’.‘=2
haciendo el cambio de variables
B o(z,y) _// v—u vHu 1
//Rf(:v,y)dxdy—/ . f(x(u,v),y(u,v))’aw’w dudv = / 5 —|—72 +1 5 dudv
9z Oy 11
v—u v+u |9(z,y) ou Ou 2 2 1
xr = y: = = = |—| =
2 2 8(’11,’1}) ox 8y 1 1 2
v 2 2
2 1

1t 1t (v+1)2
- 1 i
2/_1/1(U+ Ydvdu 2/_1 5

Ejemplo Calcular la integral de la funcion f(x,y) = x?y? sobre la regién R limitada por las hipérbolas
equilateras

5 5 5
M 4/¥ u=71=3

xy=1, zy=2, y=-, y=3x

usando la transformacion

F(u,w:(\/f,m) donde x:\/f y = viw

Solucién La region de integracion es:
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U
T=4/— Y=+Vuw = u=zy v="
v T

1
y=; y=3x
3 2 \/’Z
X =——=
P I— y=; = V3
y=3x —3\/_2
1 1 2 y_ 3
J— X =—
Y=its" VB ——>
y =3x y =43 y
1 1 ’
y=— X=\/7 — _Z
X =>y_ 1 J/% y—;
=— >
2 r
0
0 1 i 3
2
Yy=21 x=2
X
=>y_1
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ahora aplicamos la transformacion a la funcién

u2

2.9 _ v
fz,y) =27y :>x=\/¥ y=vaw  Qp

para el Jacobiano de la transformaciéon

9z Oz 1 -4 _1,3.3
B B v R
ow ool [3(3)° 0 3(3) v
finalmente integramos sobre la regiéon transformada
2 3,2
U 7
—dvdu = - In(6
/1 A 5 dvdu = & n(6)
2
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