Unidad 2 Integral de Linea 2.3 Integral de linea (Campos Gradiente y Conservativos)

Teorema 1. Sea f: U C R" — R de clase ¢' y «: [a,b] — R™ una trayectoria de clase c*. Entonces

/ Vf = f(a(b)) — f(ala))

Demostracion. Consideremos la funcion g(¢) : [a,b] — R dada por ¢g(t) = (f o a)(t) = f(a(t)) que es de
clase ¢! por se composicién de funciones de clase c!'. Aplicando la regla de la cadena se obtiene

(0 = (£ 00 (0) = (a0 a®), o n () = LD gg ) 4 LD gy, O 1

por lo tanto

b b
[91= [ Vi) o 0it= [ §@a=g0) - gla) = fa®) - flate)

Ejemplo Halle / F - dr donde F = (e*sen(y) — y)i + (¢“cos(y) —x —2)j y C es el camino dado por
c

c(t) = {t3sen[2t]z — Scos[ G para [0, 1]. El potencial es f(z,y) = e*sen(y) — xy — 2y

+31]
Solucién Tenemos que ¢(0) = 03(sen2 (0))2 — Zcos(Z(0) + Z)j = 0i +0j
f(c(0)) = £(0,0) = e%sen(0) —0-0—-2-0=0
(1) = Psen(Z)i — Tcos(Z(1) + 1% —I(-1)j=1i+Z%j
Fle(1) = F(1,5) = elsen(3) -

/CF.dr:f(c(m)—f(())):e—gw—oze—§

Corolario 1. Si « : [a,b] — R" es una trayectoria de clase C' y cerrada es decir a(b) = a(a)
entonces

/ Vf = fa(b) — f(a(a) =0

Campos conservativos y funcién potencial'

Definicion 1. Un campo vectorial continuo F : U C R™ — R" se dice que es conservativo si existe en
campo escalar f : U C R® — R,C! tal que F(x) = Vf(z) , Vo € U. La funcion f se llama funcion
potencial asociada al campo vectorial F'.
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Tenemos entonces que las integrales de linea de un campo conservativo son independientes de la trayectoria
y, si se conoce la funcién potencial, son faciles de calcular

/ Vf = fa(b) - f(a(a))

Vamos a ver una condicién que nos permita determinar cuando un campo vectorial es conservativo

Definicién 2. Un conjunto U C R™ se dice que es convezro si para cada pareja de puntos x,y € U el
segmento rectilineo que los une esta incluido en U.
El segmento que une x con y es:

alt)=z+ty—z) tel0,1]

Ejemplos Son conjuntos convexos un circulo, un rectangulo, una esfera soélida, un paralelepipedo etc.
No son convexos una corona circular, un toro, etc. (en general un conjunto con agujeros)

Teorema 2. Consideremos un conjunto U C R™ y un campo vectorial de clase C* F : U C R™ — R",
F = (F,F,, ..., F,). Las condiciones siguientes son equivalentes.

1) F es conservativo, es decir, existe un campo escalar de clase C* f:U C R" — R tal que
F(z)=Vf(z) YxeU.
2) Se cumplen las igualdades

0 0 .
Demostracion. 1 = 2
Suponemos que existe f tal que F' = V f por tanto F;(x) = f(@) al ser f de clase ¢? satisface el teorema
T

de Schwartz
Pfx)  Pf(a)
&ciaxj n aiL’Ja{El

por lo tanto

o(F(x) _ 0 (3(f($))> _0%f(x) _f(x) 0 (Wf(l“))) _ O(Fi(2))
axj ox; 8:10]-

N 89018:5] B &Tjaxl o 8xj
2=1
Supongamos que

0 iy 0

entonces F es conservativo.

Haremos la prueba para el caso particular F C R? tenemos que F(z,y) = (M(z,y), N(x,y)) donde

oM  ON
= y consideremos un punto p sin perdida de generalidad situado en el origen y consideremos la

oy oz
trayectoria
A:[0,1] = R?* dado por A(t)=t(x,y) tec]0,1]
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definimos la funcién

= [ 7o

por demostrar que Vf = F
tenemos que

WD 0 ([ i) =2 ([ o xw) =2 ([ @ n ) o)

L 1
ai(/o (M(tw,ty)-x—!—N(tx,ty).y)>dt:/0 aax(M(txvty)'33+N(t13,ty)-y)dt:

1

0 ) ! 0 0
(M(taty) + m%M(t:c,ty) + yaxN(tx,ty)) dt = /0 (M(tx,ty) + xt£M(tx7ty) + ytaxN(ta:,ty)> dt =

S—

1 1
9] 0 0 d
/O (M(tz, ty) + zt—axM(tx, ty) + yt—ayM(tx, ty)> dt = /0 t <xa$M(tx, ty) + y—ayM(t:z:, ty)) +M (tz, ty)dt =

[ (G0t ) = ol = dre.o)

por lo tanto hemos probado que

af (x,
f((?l‘ y) = M(I,y) = Fl(xay)
de manera analoga se prueba que
f (x,
Ft) - N(w.) = Falany)

de esta manera
Vf = (Fl(x7y)7F2(xay)) =F

O

Ejemplo Consideremos el campo F :— R? dado por F(z,y) = (x + y?,22y). Compruebe que el campo
es conservativo y encuentre su funcién potencial.

Salucién Tenemos que

Aa+y?) _

oy 2y = I es conservativo
o(2zy) _ 2
or  — “Y

para la funcion potencial tomemos X : [0, 1] — R? dada por A(t) = (tz,ty). Entonces
1 1 1
fag) =intsF = [ FO0)- N0t = [ Featy) - @it = [ 60+ ()2 260) - )i
0 0 0

2

1 1 3 2
t
= / te? + t2yPx + 267wy dt = / ta? + 3t2xydt = 22 5 + t3ay? |(1) _— + 2y

0 0 2
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Rotacional de un campo vectorial

Sea F' = (Fy,Fy,F3) : U C R* — R3 un campo vactorial. Consideramos un punto x € U en el que
suponemos que existen todas las derivadas parciales. Se define el rotacional de F' en el punto x, como el

i § Kk
vector rotF(x) = %—%,%—@%—@ == 2 ﬁ 2
Oy 0z~ Ox 0z Ox oy or Oy 0Oz
fi fo F3
. 0 0 0
y si llamamos D = 2 , Dy = 5‘7/ , D3 = P entonces

TOtF(JI) = (DgFg — D3F27D1F3 — D3F1,D1F2 — DQFl)

Corolario: Para el caso particular de un campo F(z,y,2) de clase C! definido en un conjunto U C R3
se tiene que F : U C R?® — R? es conservativo < rotF =0 Vo €U

Ejemplo Dado el campo vectorial F : R? — R? dado por
F(x,y,2) = (3y°2 + ye®, 6zyz + %, 3xy?)
comprobar que es conservativo y hallar su funcién potencial

Solucién tenemos que

oFy _ 9(3zy®)

9y = oy 6xy
oF, _ O(6zyzte’) _ gqy
0z 0 - 1) 1)
Fy(x,y,2) = 3yz + ye* om _ 0Gmy) _ g2 o=
Fy(z,y,2) = 6xyz + €* = aFam 8(3y(2$'3 " ) = 8—; = 8—121 = F es conservativo
F3(z,y,2) = 3zy? o = o 3y 8 _ 9h
o’ s ) gy, o
aaFyl - 6(33"(,;“6 ) = 6yz + e®

para la funcién potencial tomemos A : [0,1] — R3 dada por A\(t) = (tz, ty,tz). Entonces

(z,y,2 / / t)dt = / F(tz,ty,tz) - (z,y,2)dt =

1 1
/0(3(ty)2(tz)—|—etx,6(t1:)(ty)(tz),3(tx)(ty)2)-(:z:,y,z)dt:/0 (3t3y2 2+ tye!™) x4+ (63 ryz+et® ) y+(3t3 2y 2)dt

1 1
/ 3t3y2zx + taye'® + 6t3xy% 2 + 3t3xy?z + yel®dt = / 126832y%2 + toye™ + yet®dt
0 0

et 1 et® et tet® 1 et e” 1
= 12xy> z |O+xy (t/ dt>+y |(1)3xy2z+xy( |0> y<)
0 xX X x xr T X X

v 1 1
= 3xyz + ay <6 - ="+ 2) + Z(e* — 1) = 3zy*z + ye©
x

<

2 x
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