Unidad 4 Teoremas Integrales 4.11 Funcién de Green

Funcién delta de Dirac '

Considere la funciéon S : R — {0} — R definida como

0 s1 <0
S(x)_{l si x>0

esta funcién se le conoce como Heaviside
Podemos ecribir entonces
0 st z<=x
Sz —x9) = { . 0

1 st x>ux

Podemos decir que

dx 00 ST T =X

d(S(wxo))_{O st x # 30

se deonta como s '
5<x_x0):<<w—xo>):{0 si @ # 3

dx 00 ST T =g

La funcién §(x — x¢) se le conoce como la funcién Delta de Dirac
Si
d(S(x — xg))

O(x — xo) = 7

al integrar ambos lados en (—o0, x)

/_Z §(a’ — z0) da' = S(x — x¢)

si xp € (—o0,x) entonces zo < x y por tanto x — xg > 0 de esta manera

/ 5(z' — ) da' =1

para x suficientemente grande

/OO 5" —mg) da’ =1
Definicién 1. La funcion Delta de Dirac satisface
i) (x—y)=0 para x#vy
i7) /R(S(x—y) dr =1 para x#vy

consideremos la integral

/ Z F(x) 6z — o) da
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con f(x) continua, acotada alrededor de xg
Como é(x — y) = 0 para x # y entonces

[e%e} xo+e€
/_ f(z) 6(x — xo) da::/ ) fz) 0(x —x0) dz >0

en este caso si € es suficientemente pequefio los valores de f(z) en el intervalo de integraciéon son aproxi-
madamente igual a una constante f(xg). Por lo tanto

/ Z F() 8z — o) da

con f(x) bien comportada (continua y acotada) en los alrededores de x,
Si d(z — xo) = 0 si x # xo podemos cambier los limites de integracion y

/_O; f(z) 6(x — ) do = /::E f(x) 0(x — x0) da

donde € > 0 es un estero positivo arbitrario.
Si tomamos € suficientemente pequeiio f(x) — f(zg) y entonces

xo+e€ [e's)

/jo F(@) 8(z — w0) do = f(x0) / 5z — z0) dz = f(xo)/ 5z — 20) dz = f(xo)

To—€ —o00

Por lo tanto para cualquier funcion continua f(z)

/f(x) 0(x — xo) dx = f(z0)
R

Ejemplo Tenemos que
/ sen(2z) §(x — 4) dx = sen(8x)

— 00

Mediante un proceso analogo se puede demostrar que

b .
1) /f(x)é(x—xo) dm:{f(xo) st To € [a,b]

’ |
) [ stensty ) ay= {TE Sl

_ _ _ S f(z,y0,20) si (yo,20) € Region yz
B[ et i = aa= {lepn) o o) Reoton v
Ejemplo Tenemos que

/_Z/_Z(5x2y3+4) §(x—2) d(y —3) dx dy:/oo </w(5$2y3+4) 5z —2) dm) 5y —3) dy

— 00 — 00

/ (20y* +4) 6(y — 3) dy = 544

—00
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Ejemplo Tenemos que

[T o5 (0-5) sto=m 2o o i -

/OOO /Oﬂ (/0277 5(¢ — ) d(/ﬁ) 12 sen(8) 8(r—a) § (9 - g) 6 dr — /Ooo (/Oﬂ sen(d) o (9 - g) d9> 2 §(r—a) dr

/ (/ sen(0) §<G—E) d9> 2 §(r — a) dT:/ 2 §(r — a) dr = a®
0 0 2 0
Funcién de Green'

Definicién 2. Vamos a usar la delta de Dirac para definir una funcion G(z,y) que satisface
1) G(z,y) =Gy, )

2) V3G(z,y)=0(z—y)

esta funcion se llama Funcion de Green

Ejemplo Suponga que G(z,y) satisface V2u = p con p reemplazado por §(z — y) entonces

u(z) = . G(z,y) py) dy
es una solucién de V2u = p
Solucién Tenemos que
VZ [ Gxy) ply) dy= | V?G(x,y) ply) dy= | 6(x—y)p(y) dy = p(x)
R3 R3 R3

La funciéon p(z) = §(x) representa una carga unitaria concentrada en un solo punto.
Asi G(z,y) representa el potencial en x debido a una carga colocada en y.
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