Unidad 4 Teoremas Integrales 4.7 Aplicaciones del Teorema de la Divergencia

Funciones Armonicas

Definicién 1. Se dice que una funcion f(r,y,z) es armdnica en una region D en el espacio, si satisface

82 9? 9?
2 _ _
Vef=V-Vf= 5 T BNe + 9.2 =0
en toda D.

Ejercicio Suponga que f es una funcién armonica en toda una regién D acotada y encerrada por una
superficie suave S, y que N es el vector normal unitario escogido sobre S. Demuestre que

//SVf-NdAzo, b) //Sfo-NdA:///||Vf||2dv

Solucién a) Por el teorema de la divergencia

//Svf.NdA:///Dv.vfdvz///Dv2fdvz///DOdV:0

Solucién b) Por el teorema de la divergencia

//Sfo-NdA:///DVijdV
ahora bien

_(of .of of popo (2 0 9N (,0f Of Of
fvf_<fax’ y’ 82) =V fvf_(@x’ay’az) (fax’ By’ 8z>

*f _(of 82f of o*f f
1L () s 2L (Y s () = s v

por lo tanto

//Sfo.NdA:///Dv.fodv:///va“'erHVfHQdV /// IV 72 do

f armonica
Ejercicio Sea S la superficie de la porcion de la esfera solida
22 4?4 22 < a?
que se encuentre en el primer octante y sea

f(@.y.2) = (Va2 + 22)

calcule//Vf~NdA
s
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Solucion Por el teorema de la divergencia

[ [ vaa= [ ] frsrav=[ [, (34 5k 3}
ahora bien
f(z,y,2) ZIH(\/W) = %ln(x2+y2+z2) =

of x of y of P

Or AP+ Oy 4+ 0z w4t
62f —x2+y2—|—z2 62f xz—yz—I—zQ 82f $2+y2—22
o*f  0%f  0%f z? +y? + 22 1

02 0 T 02 T iyt ) Rt

por lo tanto

//SVf.NdA:///sz_i_ily% = /Og/og/oap%;l(@dpdgbda

coordenadas esfericas

:/Og/ogasen(qb)d(b dez/og (—acos(¢)) §d9=/ogad9:a;

Identidades de Green

Teorema 1. Primera formula de Green Suponga que fy g son funciones escalares con primeras y sequndas
derivadas parciales continuas en toda una region @ cerrada y acotada por una superficie S suave. Se tiene

entonces que
//D(ng)-NdA:///Q(fV2g+Vf-Vg)dV

Demostracion. Por el teorema de la divergencia

//ngNdA ///dwngdV ///v (fVg) dV = /// ( 897 ZD‘W
_///Q(ai’;y’ai)'(f ’fgz’ ai) /// (83:( > g!(ng)*i(fgi))dV—
(P22 g 20 (2 20 00) gy

g g g dfdg  0f dg | Of dg 2
///Q(f((w—i—ayy—i_(%)—’—(@max—'_ay@y 8z8z>)dv /// IN"g+ V- Vg)
]
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Teorema 2. Sequnda formula de Green Si fy g son funciones continuamente diferenciables de clase C?,

entonces
J [uvo—ovn-vaa= [ [ [ ¢vi—gvip av

Demostracion. Segun el teorema anterior

//D(fvg)-NdA:///Q(fv29+Vf~vg)dv

si intercambiamos las funciones f y g

//D(gi)-NdAz///Q(gVQf—i—Vg-Vf)dV

A la primera expresion le restamos la segunda

| [uven—wnvaa- [ [ /Q (192 +VF Vg~ @V +Vg- V) av = [ [ /Q (fV29 — (6V21)) dV

O

Aplicaciones del teorema de la divergencia

El teorema de la divergencia se usa a menudo para desarrollos teéricos, principalmente como herramientas
en fisica matematica. La clave de algunas de esas aplicaciones es que, si F(z,y, z) es la tasa de flujo por

unidad de area, la integral de superficie
/ / F.NdA
s

representa la tasa neta de flujo hacia afuera por unidad de volumen. Esta es la razon del nombre de

divergencia, porque
//F-NdA:///dideV
s D

La integral de la izquierda es una integral de flujo y asi determina el flujo total de fluido a través de la
superficie S por unidad de tiempo. Por otra parte, la integral de la derecha mide el mismo flujo de fluido,
calculando el fluido hacia afuera.

Ecuacion de Conservacion

Sea V(t,z,y,2) un campo vectorial de clase ¢! en R? para cada t y sea o(t,z,y, z) una funciéon de clase

¢! con valores reales. Por ley de conservacién de la masa para V' y p, entenderemos que la condicién

d
e pdV:—/ J-N dA
dt Jo Fr(Q)

vale para todas las regiones 2 € R3, donde J = oV
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masa en ) = fnpdxdydz

J-n = masa fluyendo
hacia afuera de §2 por unidad
de drea por unidad de tiempo.

Si pensamos en p como una densidad de masa, esto es, la masa por unidad de volumen, y V como el
campo de velocidad de un fluido, la condicién dice simplemente que la tasa de cambio de la masa total
en () es igual a la tasa a la cual la masa fluye hacia adentro de 2

Ecuacion de Continuidad en la dindmica de fluidos

Dado un fluido con densidad p(t, z,y, z) que fluye en una region del espacio R? con velocidad v(x, v, 2, t)
en el punto (z,y, z) en el instante t. Si no se tienen fuentes ni sumideros entonces se cumple

do
ot

V-ov+ 0

que se conoce como la Ecuacion de continuidad de la dinamica de fluidos

Ecuacion del calor

Sea T'(z,y, z,t) la temperatura en cada punto (z,y, z) de un sélido D en el instante t. Si el calor especifico
y la densidad de masa del sélido se denotan por ¢, p respectivamente, se cumple

9T _ * oy
at  cp

k
donde k es una constante llamada conductividad térmica y — es llamada la constante de difusion
cpo

Ejercicio Conservacion de la masa Sea v(t, z,y, z) un campo vectorial continuamente diferenciable sobre
la region D en el espacio y sea p(t,z,y,z) una funciéon escalar continuamente diferenciable (La
variable t representa el dominio del tiempo). La ley de la conservacion de la masa establece que

9 ///p(t,x,w) dV:—//pv~NdA
ot 5 ;
donde S encierra a D.

a) Haga una interpretacion fidica de la ley de la conservacion de la masa si v es un campo de
velocidades de flujo y p representa la densidad del fluido en el punto (z,y, z) en el tiempo t.
b) Use el teorema de la divergencia y la regla de Leibniz,

1] fpensra=] [ | B
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para demostrar que la ley de la conservacién de la masa equivale a la ecuacién de continuidad

dp

o =

V. .pv+
. A . . . .. Op
(En el primer término V - pv, la variable t se mantiene fija y en el segundo término TR se supone

que el punto (z,y,z) € D esta fijo)

Solucién a) La integral /// representa la masa de un fluido en el tiempo t. La ecuacién dice que la

D
razén instantanea de cambio de la masa es el flujo de un fluido sobre la superficie S que encierra la
region D: la masa decrece si el flujo sale (el flujo del fluido sale de D), e incrementa si el flujo entra.

Solucién b) Se tiene que

///DC(;]ZdV=gt///Dp(t,ar:,y,z)dV:—//SpU.NdA:_///DV_pUdV:>
///D%d‘/:—///])v-pvdv = ///D(?;Jerv)dVO = %Jrv.pvz()

Ejercicio Ecuacion General de Difusion Sea T'(t,z,y, z) una funcion con segundas derivadas continuas
que da la temperatura en el tiempo t en el punto (z,y, z) de un sélido que ocupa una regiéon D en el
espacio. Si el calor especifico y la densidad de masa del solido se denotan por las constantes ¢ y p,
respectivamente, la cantidad cpT se llama energia calorifica por unidad de volumen.

a) Explique por qué —VT sefiala en la direccién del flujo del calor.
b) Sea —kVT el vector de flujo de energia. (Aqui, la constante k se llama conductividad). Mediante
la ley de la conservacion de la masa, con —kVT = v y ¢pT = p, obtenga la ecuacion de difusion (de

calor)

or ,
& = KV'T

donde K = ﬁ > 0 es la constante de difusion.
c

Solucién a) VT son los puntos en la direccion de maximo cambio de temperatura,

Solucién b) Suponiendo la Ley de la conservacién de la masa con —kVT = pv y ¢pT = p tenemos

d L _ B depT)
dt///QcpTdV // kVT - N dA \i V- (=kVT) + 9 =0

FEcuacién de continuidad

T T k
= cpa— = -V (=kVT) = kV’T = or = —V?T = KV*T
ot at  c¢p
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