Unidad 2 Integral de Linea 2.1 Integral de funciones escalares

Integral de Trayectoria (Campos escalares)

Integral de Trayectoria (Area) I

Considerese la trayectoria c : [a,b] — R? que tiene primera derivada continua en el intervalo [a,b], y sea
P = {a = tg,t1,...,t, = b} una particion de [a,b]. Esta particion determina una poligonal de n lados
cuyos vértices estén sobre la trayectoria c

La longitud del segmento que une los puntos c(t;—1) y c(t;), esta dado por ||c(t;) — ¢(t;—1)|, y por el
teorema del valor medio

lle(t:) = e(tim)ll = [l (¢x)(e(ts) = elti)ll = (G A,

Considérese ademés una funcién f : R? — R continua. Ahora supéngase que se tiene una barda cuya base
tiene la forma de una curva c(t) = (x(t),y(t)) y cuya altura f(x(t),y(t)). La integral [ fds representa el
area de un lado de la barda.
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Unidad 2 Integral de Linea 2.1 Integral de funciones escalares

Notese que el area A; del rectangulo R; se calcula
Ap = f(&) - lI(e(ts) = e(tim)ll = f(&) - I (¢l A,

entonces el area A bajo f y sobre la trayectoria c, se aproxima
n
A= FE) I,
i=1

por lo tanto

A= Jin 3 1@ G elt) — et = [ Sl

Definiciéon 1. La integral de trayectoria o la integral de f(z,y,z) a lo largo de la trayectoria c esta
definida cuando c: I = [a,b] — R3 es de clase ¢* y cuando la funcion compuesta t — (x(t),y(t), 2(t)) es
continua en I, definimos esta integral

b
/ fds = / Fat), y(t), ()l (&)t

Ejemplo Evaluar la integral de trayectoria
a(t) = (In(t),t,v/8t) donde t € [0,3] v f(z,y,2) = e +y + 22
Sol.
Tenemos que

Fla(t)) = f(In(t),t,V8t) = e™®) 1t + (V8t)2 =t +t + 8t = 10t

b (1 V2 1\? NN 2 148242t

(t+1)2 t+1
2t

3 3 3 2
/afdt:/o (10t) (t—it_l)dt /O 10(t+1)dt:10/0 (t+1)dt = 10 (2+t\3):10 <Z+3)=75

Vamos a calcular las siguientes integrales de trayectoria

a) Sea «(t) = (cos(t),sin(t)) con t € [0, 5] y f(z,y) =2 +y

Sol.

Tenemos que

f(a(t)) = cos(t) + sin(t)

por otro lado

o/ (t) = (—sin(t), cos(t) = [|o/(t)|| = /(—cos(t))? + (sin(t))2 =1 .-,

™

/f /f Nlie’ (t)]|dt = /03 cos(t) + sin(t)dt = sin(¢t) — cos(t) 0% =2
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Unidad 2 Integral de Linea 2.1 Integral de funciones escalares

b) Sea B(t) = (¢,vV/1—t?) cont € [0,1] y f(z,y) =z +y
Sol.
Tenemos que

fB)=t+vi-¢
por otro lado §'(t) = (1 \/W) =18/l = /(1)2 +( 1__tt2)2 = 11—1:2

/f /f DIB (B)lld = /O<H-m><m)dt=/ol<\/lt__t2+l>dt:
V12 +t]) =2

.. El valor de la integral no depende de la parametrizacion

Proposicién 1. Sean 2 curvas de clase ¢! « : [a,b] — R", B: [c,d] — R"™ y sea el campo f : u C R" — R,
si las curvas son equivalentes entonces
L=
e! B

Demostracion. Tenemos que o ~  — «a(t) = B(p(t)) para ¢ biyectiva y creciente, entonces derivando

o (t) = B'(e@) - ¢'(t) o N/ DN = 15"(e(®) - 'O = [15"(()] - ¢'(¢) tenemos entonces que

/af:/abf(a(t )l (1)t = /f NN v/f 18 ENE= [ 1

z=p(t)

|

Ejemplo Calcular la integral de trayectoria sobre la curva formada por la intersecciéon de la esfera

22+ y? + 22 =1yel plano x +y + 2z = 0. Si la funcién en (z,y, 2) esta dada por f(z,y,z) = 22 .
Sol Tenemos que
2
X"+
Z
2% +2y +2xp =1
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Unidad 2 Integral de Linea 2.1 Integral de funciones escalares

Si x4+y+z2=0 entonces z=—x—y .. sustituimos en z>+y*+z2=1
obteniendo x* 4+ y* + (—x —y)> =1 simplificando 2x* + 2y* + 2zy =1
Esta ecuacion sobre el plano x+y-+2 = 0 representa un circulo de radio 1, que se puede parametrizar

por ¢(t) = cos(t) - U +sin(t) - ¥ donde ¥,V € Plano x+y+ z=0y en ese plano son vectores
ortonormales, por ejemplo si tomamos los vectores U = %(—1, 0,1)y %(1, —2,1), tanto 4 como

o esta en el plano x+y—+2z = 0 son ortogonales y de norma 1. Por lo tanto en nuestro caso podemos
utilizarlos para dar una parametrizacién del circulo unitario en el plano = + y + z = 0 teniendo asi:

o(t) = cos(t) - T +sin(t) - T = cos(t) - (%(—1,0, 1)) + sin() -

(sin(t) _cos(t) —2sin(t) cos(t) N sin(t))
V6 V2 V6T V2 V6

~ [cos(t)  sin(t) —2cos(t) —sin(t) —cos(t)
= (S A )

1
%(1,—2,1)) =

de donde

Por tanto

cos?(t) sin(t) cos(t)  sin®(t)
N .

4 sin?(t) sin(t) cos(t) = cos?(t)
+6cos(t)+ 5 _2\/6 7 + 5 =

sin?(t) 4 cos2(t) = 1

Por otro lado

F(e(t)) = F (

sin(t)  cos(t) —2sin(t) cos(t) N sin(t)) _ (sin(t) 3 cos(t)>2 _
V6 V2 V6T V2 V6 V6 V2
sin?(t) B 2sim(t) cos(t) N cos?(t)
6 V6 V2 2

.. la integral de trayectoria es

/Ozw <sin2(t) B 2si\r;(ét) 00;;) + COS;(t)> dt

(*)Separando las integrales tenemos que

2r o 2 2 .
t 1 1 2t
/ sin (1) g, _ 7/ sin® (t)dt = St - sin(2¢) m =T
0 0

2
= -
~~3

6 6 4 6
/2” _QSin(t) cos(t) g = — 2 sin?(t) 2 _ )
0 V6 V2 V2o 2

27 2 .
cos*(t) 1, sin(2t) |5 v
dt = T =
/0 2 A
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