Unidad 2 Integral de Linea 2.1 Integral de funciones escalares

Integral de Trayectoria (Campos escalares)

Integral de Trayectoria (Masa) I

Pensemos en un alambre ¢ del cual se conoce su densidad lineal (en gr/cm) en cada punto, por la funcion
p. que asocia a cada punto p € ¢, el namero real p(p) = densidad del alambre, podemos suponer que la
imagen del alambre coincide con la imagen de cierta funcion escalar A : [a, b] — R3. Si tomamos la particion
a =ty <t <..t, =Db cuya particion asociada es A(to), A(t1), ..., A(tn) y en cada [t;—1,t;] tomamos €;
y bajo A tenemos A(¢;) € [A(ti—1), A(t;)] y la masa del alambre entre A(¢;—1), A(¢;) es aproximadamente
igual a la densidad del alambre en A(¢;) multiplicada por la longitud del alambre entre A(¢;), A(t;—1).

con densidad p( 'g: ;)

Es decir

M; =masa del alambre en [)\(ti,l),)\(ti)]zp()\(ei))x/i p(AE))|N ()| dt =

ti—1

PN (DIt — ti1)

.. La masa total del alambre esta dada por
n b
Mg = lim > p(A(e) X ()lI(t: —ti-1) =/ PN ()|t
1=1 a

Ejemplo Hallar la masa de un alambre que tiene la forma de la hélice circular dada por la curva
A(t) = (cos(t),sin(t),t) t € [0,2n]

si la densidad en el punto (x,y,2) estd dada por p(x,y,r) = ? + y* + 22 gramos por unidad de
longitud de alambre.

Solucién Tenemos que

p(\(t)) = p(cos(t),sin(t),t) = (cos(t))? + (sin(1))? + (t)? = 1 + #*

¥ TFacultad de Ciencias UNAM Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz
Calculo Diferencial e Integral IV 1



Unidad 2 Integral de Linea 2.1 Integral de funciones escalares

mientras que

N(t) = (=sin(t), cos(t), 1) = [N()ll = v/(=sin(t))? + (cos(t))? + 12 = V2

por lo tanto

/f \f1+t2dt \f/ (14 t3)dt = \f(t+§8”>=\/§<2w+87:)

Proposicion 1. La integral de trayectoria de f(x,y), a lo largo de una trayectoria dada en coordenadas
polares por r = (), con 61 <0 < 0y es:

02
f(r(8) cosf,r(6)sinh) \/(7”(9))2 + (r'(0))%de

01

Demostracion. tenemos que en coordenadas polares
x=rcosf x =r7(0)cosb _ .
(y _ rsin@) = (y — r(6) sin9> = A0) = (r(f)cosb,r(#)sinb)

por lo que
N(6) = (7" (0) cos @ — r(0) sin 0, r'(0) sin 6 + r(6) cos §)

IN(0)]| = v/(7(0) cos § — r(8) sin 0)2 + (1 (6) sin € + r(0) cos )2 = /(r(6))2(r (6))?

por lo tanto

0 02
F@O)IN(@)|do = [ f(r(0)cost,r(0)sind)\/(r(0))*(r'(0))* db

91 01
O
Ejemplo Calcular la integral de trayectoria de f(x,y) = 1 sobre la trayectoria r =6, 6 € [0, 27]
Solucién Para esto tenemos que
FA(0)) = f(Ocosh,fsinh) =1
mientras que
INO) =V (6)% + ((0)2 = V62 + 1
por lo tanto
2 27
0 1
FOO)IN (0)]1do = / VI 10 = SV T+ (0 + VB D) [T =
0 0
1
7V 1+ 4n? — <2> In(—27 4+ /1 + 4n2)
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