Unidad 1 Integrales Multiples 1.4 Conjuntos de medida cero

Definicién 1. Si f : A C R? — R. Denotamos por D4 al conjunto de discontinuidades de F en A, es
decir
Dia={zxcA|f es discontinua en x}

Corolario 1. Sea f: A C R? — R integrable sobre R. Entonces Dyg tiene interior vacio intDsp = ()

Demostracion. SiintDyr # () entonces existe R’ tal que R’ C int(Dyr) C Dyr C R como f es integrable
sobre Ry R’ C R entonces f es integrable sobre R’ de modo que existe g € int(R’) tal que f es continua
en zg lo cual contradice el hecho de que f es discontinua en todo x € Dygr O

Medida Cero y Contenido Cero

Un subconjunto A C R™ tiene medida cero si para cada e > 0 existe un recubrimiento {Uy, Us, ...} de
A por rectangulos tales que

AC GUi Y Zv(Ui)<e
1=1 i=1

Por ejemplo un conjunto formado por un ntmero finito de puntos claramente tiene medida cero
Si A tiene infinitos puntos que pueden ordenarse formando una sucesion aq, as, ... entonces A tiene medida

cero, pues para cada e > 0 se puede elegir U; que sea rectangulo cerrado que contenga a; con v(U;) < 5;.
Entonces -
>\ € = 1 11 1 € 1
ZU(Ui)<Z2Z_:eZQi:e<2+22+23+...) :2<1+2+...) -
=1 i=1 =1
€ 1 ) €
— 1 = (2) = €
(i) =3
1. Q es de medida cero.
Demostracién: como Q es numerable podemos formar {r};° y dado € > 0, sea
€ €
Iy = (rk ~ okt20 Tk + 2k+2>
Por lo que
> €
Qc U v v(lk) = 5
k=1
y para la suma de los volumenes se tiene
i c < 1+ 1 + _ <€
2k+1 4 2 )2
k=1
.. Q tiene medida cero
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Unidad 1 Integrales Multiples 1.4 Conjuntos de medida cero

2. El conjunto de Cantor
Demostracion: Tenemos que

Co = [0,1]
er= o201

1 21 27
€= [O’ 9} - {9’3] - [3’9]

1 1
Co=10,—|U---U[1==1
oo ru - ]

Tenemos que € = (-, € (Conjunto de Cantor)

Cada €}, es la unién de 2* intervalos de longitud -

5 i los llamamos Iy, Is, ..., [« entonces

2k 2k 9\ F
CCCy= i:leli Y ;vol(li) = (3)

k
por lo que dado € > 0 podemos tomar k tal que (2)" <.
entonces € es de medida cero

3. En R? consideramos la recta y = o
Demostracién:La semirecta derecha A = {(x,yo)|z € R} la cubrimos con

€ €
Ry = [k, k+1] x [Z‘/O_m’yO‘FW]
con ke NU{0} y

(o]
€ € €
k=1
Mientras que para la semirecta izquierda consideramos

€ €
Rk = [—k—l,—k’] X |:y0— W’yO_FW}

€ > € €
k=1

.. la recta entera se puede cubrir con una unién numerable de rectangulos cuya suma es menor a €

4. Los intervalos cerrados [a,b] C R con a < b no tienen medida cero
Demostraciéon: Supongamos que [a,b] C |J,—, U, con U, abierto, como [a,b] es compacto existe
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una subcubierta finita {U,,} con

Zv(Uk) <€ pero Zv(Uk) >b—a
k=1 k=1

lo cual nos dice que la suma de volumenes no se puede hacer tan pequena como se desee, por lo que
el conjunto dado no es de medida cero

Teorema 1. Si A= A;|JAz2U... y cada A; tiene medida cero, entonces A tiene medida cero.

Demostracion. Sea ¢ > 0. Puesto que cada A; tiene medida cero 3 un recubrimiento {U;1, Uz, ...} de
A; por rectangulos cerrados tales que la coleccién de todos los U;; cubren a A y formamos la sucesion
numerable

Ui1,Ui 2, ...
Z’U(Uij) < Z ? <€
J=1 i=1

O

Un subconjunto A de R”™ tiene contenido cero si para cada € > 0 existe un recubrimiento finito
{U1,Us,...,U,} de A por rectangulos tales que

n

ZU(U,’) <e

i=1
Teorema 2. Si A es compacto y tiene medida cero, entonces A tiene contenido cero

Demostracion. Sea € > 0. Puesto que A tiene medida cero,3 un recubrimiento {U;,Us,...} de A por
rectangulos tales que > -, v(U;) < e. Dado que A es compacto, un ntmero finito de {Uy,Us, ..., U,}
recubren a A y ademas Y, v(U;) < € O

Teorema 3. Sea ¢ : [a,b] — R una funcién continua. Entonces la grifica de ¢ tiene contenido cero

Demostracion. Siendo ¢ continua en el compacto [a, b], es uniformemente continua en dicho intervalo. Es
decir dadoe >0 3 6 >0talqueparax,y € la,b]si|lz—y|<d = |f(z)—f(y)] <:+=.SeanecN

b—a"

tal que b_Ta < 0 y consideremos la particion de [a,b] en n partes iguales
a=r9<2r1<..<Tp=2>b

con x; = a+ %% se tiene entonces que para x,y € [z;—1, 7] = |f(z) — f(y)| < 35 ..

Z(dfi—l‘i_l)b_a: b—az(xi_zi_l): b_a(b—a)zé

i=1 i=1
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Teorema 4. Sea R un rectdngulo cerrado y f : R — R una funcion acotada.

Sea B = {x € R|f no es continua en =z} entonces si B es un conjunto de contenido cero f es
integrable

Demostracion. Vamos a dividir los subrectangulos R;; en
I)Rij ﬂ B 75 @ y
de manera que para los rectangulos I se tiene que B es de contenido cero .".

n

Z Z’U(R”) < €

i=1 j=1

Mientras que para los rectangulos II se tiene que f es continua y por tanto

SONT My - miA(Ry) < 2121 2}&R),ax(mj)

=1 j=1

.. Dada la particion P de R se tiene que

S(.P) = S(f,P) = 337 My = miAlRy) + 353 v(Big) < 3030 s ARy) + 5

O

Teorema 5. Sea f una funcion definida en un rectdngulo R. Si el conjunto S de puntos donde f es
discontinua tiene contenido cero, entonces f es integrable sobre R

7

j
:

Puntos de discontinuidad

Demostracion. Sea € > 0 dado y sea Ry, Ro, ..., R el conjunto de rectangulos que cubren a S
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tal que

si se colocan sobre cada I?; un rectdngulo 7t con el mismo centro pero del doble de dimensiones

se tiene que
k k
SA(R) =) AA(R) < 4e
i=1 i=1

Ademas, entre los rectdngulos /7; habra un lado méas corto. Denotemos su longitud por 2r

2r|:|

si tomo el conjunto R’ el resto de R después que se han eliminado los interiores de los R;.
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Unidad 1 Integrales Multiples 1.4 Conjuntos de medida cero

Se tiene que sobre R’ f es continua y por tanto uniformemente continua por lo tanto

lf(p) = fle)l <e si |p—gqll<d

para cualesquiera p,q en R’
Sea P una particion de R tal que ||P|| <d <7

Vamos a estimar B

Para esto dividimos los rectangulos de la particion P en dos conjnutos
Ry(\R; #0 R[(\R; =0

se tiene entonces que

S(f,P) = S(f,P) =Y > (My; —my;)A(Ri;) =

i=1 j=1
(3-S5 = may) (Rij))R} T (22200 —my) (Rij))R;_ g < AMetcd = (M 1 )
donde M = sup{f(x)} sobre R O
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