Unidad 1 Integrales Miltiples 1.5 Calculo de Integrales Multiples Integracion sobre regiones

Medida de Jordan '

Definicién 1. Dado A C R™ acotado, definimos x4 : R™ — R, la funcion caracteristica de A, de la

1 si ze€eA
XA=V0 si zé¢ A

siguiente forma

Dado A C R™ acotado, decimos que A es Jordan Medible si la funcion caracteristica de A es integrable
sobre algin rectingulo R que contenga a A. En este caso decimos que la medida de Jordan de A (que

denotaremos J(A)) esta dada por
W= [
R

Ejemplo.- Sean a,b ntimeros positivos y

4= {(x’y) €ER0<z<a0<y< (bx>}
a

En este caso A es un tridngulo de base a y altura b. Mostraremos que A es Jordan-Medible en R?, y que

su medida es %b

Demostracion. Tomemos el recténgulo R = {(x,y) € R?|0 < x < a,0 < y < b} = [0,a] x [0,b] el cual
contiene a A. De acuerdo con nuestra definicién tenemos que mostar que la funcién caracteristica y 4 es
integrable sobre R y que
ab
/R XA = D)

Sea Pl{%|i =1,.,nty P,= {%B =1,...,n} por tantp P = P; x P, es una particion del rectdngulo R,
donde cada subrectangulo tiene medida Z—Z
Por lo que en este caso

- ab ab ab ab (n(n+1) ab 1 1
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ab ab ab ab ((n—1)n ab 1
R, CA#D

G , _ab
lim S(XAaP) - nlggoﬁ(XAaP) - ?

n—oo

Integrales dobles extendidas a regiones mas generales

Supongamos que se tienen dos funciones con valores reales ¢; : [a,b] = Ry ¢3 : [a,b] — R que satisfacen
1 < ¢2 Vx € [a,b]. En este caso se dice que el conjunto D es una region Tipo I

10 i
D
v =)
y=¢x)
/D)
& b > X -b > X
¢ =10
y
A
Y = ¢r(x)
D
V= ¢ (x)
- > X
a b

= Sea D una regién acotada, e incluyamos D en un rectangulo @
= Sea f una funcién definida y acotada en D.

» Sea Q = [a,b] x [m, M] donde m=min f sobre D y M=max f sobre D
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Definamos una nueva funcién f en Q

) _ f(x’y) st (:c,y)ED
f<””’y)—{ 0 si (z,y)€eQ-D

( Grafica de z= f (x,y) ( Graph of *
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Si f es integrable sobre Q , decimos que f es integrable en D y que por definicion [}, f = fQ?

Teorema 1. Sea D una region tipo 1. Supongamos que f esta definida y es acotada en D que es continua
en el interior de D. Existe la integral
/N
D
y puede calcularse por integracion reiterada
b ¢2(w)
L= [ e
D a 1(z)

Demostracion. Sea Q) = [a,b] x [m.M] un rectangulo que contiene a D y sea

i _ f(xay) st (xay) € S
f(x’y)—{ 0 si (r,y)eQ—S
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los tnicos puntos donde hay discontinuidad para f son los de la frontera de D, puesto que fr(D) tiene
contenido nulo, f es integrable en Q.

Para x fijo E!/ 7(37, y)dy aplicando integracion iterada

/ / f = /b]d7<x7y>dydx m)s@/smw) Fa,y) = f(,y)

y para todos los demas valores de y en [c,d] f
_ @2(90) 502(93)
/ flz,y)dy :/ // / / f(z,y)dydz
c e1(w) e1(x)

Analogamente Supongamos que se tienen dos funciones con valores reales 9y : [¢,d] = Ry 9 : [¢,d] —
R que satisfacen 11 < 13 Vy € [c, d]. En este caso se dice que el conjunto D es una region Tipo II

O

y y
A
d d
x= _ X =)
o) ¥al7) D ’
‘ ol Nx=vi0)
> X > X
y
S
d @—
x=1v,)
G
> X

Analogamente, si consideramos una region T' = {(z,y)|lc <y < dy p1(y) < & < @a(y)} con @1 y @2
d re2(y)

funciones continuas en [¢, d] siendo ¢ < @2 tenemos que // f(z,y)dxdy = f(z,y)dxdy

T

c Joi(y)

Ejemplo Calcular la integral sobre el conjunto que se indica

flay) =2V =3y> D={(x,y) eR*|0<x <1, 2* <y< Va}

¥ TFacultad de Ciencias UNAM Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz
Calculo Diferencial e Integral IV 4



Unidad 1 Integrales Miltiples 1.5 Calculo de Integrales Multiples Integracion sobre regiones

Solucion Tenemos que

L= 1 ( / :ﬁ@ﬁ 3y2>dy> ao= [ (2v/Ey - ) [b) da = / (ot ) =

Existen regiones que se pueden ver como regiones tipi I y tipo II y en tal caso, se puede calcular la integral
intercambiando el orden de integracion

Ejemplo: Dibujar la regién de integraciéon y calcular la integral doble, luego intercambiar el orden de
integracion.

7
T4

4
—=T
7

SIS

[ [ s@wan donde s =y R={@) € Bel + b < 1)

tenemos que trabajar R por casos para identificar la regiéon de integracién
Tenemos entonces que
x>0, y>0=|z|+|y<l=>a0+y<1

<0, y>0=|z|+|y<l=>-2+y<1
x>0, y<0=lz[+|y<l=>z-y<1
r<0, y<0=|z|+y<l=-z—-y<1

Lo anterior se muestra en la figura siguiente
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.. Para la region roja

0 prtl 0 0 0
// f(z,y)dA = / / " dydr = / ety Tl = / ettt _ermr gy = / et _ e ldy
R “1Jo1-a —1 ~1 —1
62w+1

—1 —1
1 10 _ € e 1 e 3e
2 ¢ $‘1_2_(2+e ) 27 2

.. Para la region rosa

1 p—a+tl 1 1 1
// f(z,y)dA = / / e"Vdydr = / em Y | :/ et _prte=lgy — / e— ey
J Jr Jo Jaa Jo 0 Jo

=
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.. Para la region roja

1 p—y+1 1
// f(my)dAz/ / e””+yd:cdy:/ ety
. R Jo Jy—1 Jo

1 1
y*g;rl dy = / e UT1Ity _ eyflJrl/dy _ / e — e2y71dy
Jo J0

e?v—1 1 e et e e !
= ey — = — — — S — = — R
Yoyl 2 2 2 " 72
.. Para la region rosa
0 ry+1 0 0 0
// Fla,y)dA :/ / e“Hdpdy = / ety y:;171 dy / eVtty _ emy—1tygy — / 2Vt _ e~ 1gy
R —1J—y-1 -1 1 !
62y+1

U e I
2 Vi1 =35 2 3

. sumando ambos resultados obtenemos

L

Facultad de Ciencias UNAM
Calculo Diferencial e Integral IV

Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz
7



