
Unidad 4 Teoremas Integrales 4.1 Teorema de la Divergencia en el Plano

Divergencia de un Campo Vectorial

Supongamos que el campo F : U ⊂ R2 → R2 dado por F = (M,N) de�nido en el abierto U de R2 es el
campo de velocidades de una corriente de un �uido. Estamos interesados en estimar cuánto �uido pasa
por una "pequeña"porción de U. Sea p = (x0.y0) ∈ U y consideremos el rectángulo R con centro en p
dado por

R = {(x, y) ∈ R2 | x0 − h ≤ x ≤ x0 + h, y0 − k ≤ y ≤ y0 + k}

Tomando a h y a k su�cientemente pequeños podemos asegurar que R ⊂ U .
Una estimación de cuanto �uido pasa a través del rectángulo R la podemos obtener sumando lo que pasa
por los lados ab y ad, y los lados cd y bc.

Hagamos el cálculo de la cantidad de �uido que pasa por el lado ab
Lo que entra al lado ab

F (x0, y0 − k) · (−ĵ) 2h = (M(x0, y0 − k), N(x0, y0 − k)) · (0,−1) 2h = −2hN(x0, y0 − k)

analogamentre Lo que entra al lado ad

F (x0 − h, y0) · (−î)2k = −2kM(x0 − h, y0)

Lo que entra al lado dc
F (x0, y0 + k) · (ĵ)2h = 2hN(x0, y0 + k)
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Lo que entra al lado cb
F (x0 + h, y0) · (̂i)2k = 2kM(x0 + h, y0)

Entonces la cantidad de �uido que pasa a través del rectángulo R es aproximadamente

−2hN(x0, y0 − k)− 2kM(x0 − h, y0) + 2hN(x0, y0 + k) + 2kM(x0 + h, y0) =

2kM(x0 + h, y0)− 2kM(x0 − h, y0) + 2hN(x0, y0 + k)− 2hN(x0, y0 − k) =

2k(M(x0 + h, y0)−M(x0 − h, y0)) + 2h(N(x0, y0 + k)−N(x0, y0 − k))

Dividiendo esta expresión entre el área encerrada por el rectángulo R (igual a 4 hk), obtenemos una
medida de la cantidad de �uido que pasa por R por unidad de área. Ésta es entonces

M(x0 + h, y0)−M(x0 − h, y0)

2h
+
N(x0, y0 + k)−N(x0, y0 − k)

2k

haciendo que h, k tiendan a cero, obtenemos información sobre cuánto �uido pasa por el punto p por
unidad de área

ĺım
h,k→0

(
M(x0 + h, y0)−M(x0 − h, y0)

2h
+
N(x0, y0 + k)−N(x0, y0 − k)

2k

)
=

ĺım
h→0

M(x0 + h, y0)−M(x0 − h, y0)

2h
+ ĺım
k→0

N(x0, y0 + k)−N(x0, y0 − k)

2k
=

1

2

(
ĺım
h→0

M(x0 + h, y0)−M(x0 − h, y0)

h

)
+

1

2

(
ĺım
k→0

N(x0, y0 + k)−N(x0, y0 − k)

2k

)
=

1

2

(
ĺım
h→0

M(x0 + h, y0)−M(x0, y0) +M(x0, y0)−M(x0 − h, y0)

h

)
+

1

2

(
ĺım
k→0

N(x0, y0 + k)−N(x0, y0) +N(x0, y0)−N(x0, y0 − k)

2k

)
=

∂M

∂x
(p) +

∂N

∂x
(p)

Teorema de la Divergencia en el Plano

Sea α : [a, b] → R2 una curva cerrada en R2 dada
por

α(t) = x(t)̂ı+ y(t)̂

∴ α′(t) = x′(t)̂ı+ y′(t)̂

Y el vector normal se puede escribir como

y′(t)̂ı− x′(t)̂ = N(t)
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Entonces dado el campo F : R2 → R2 como F (x, y) = Mı̂ + N̂ se le aplica el teorema de Green para
obtener∫
Fr(D)

F =

∫ b

a

F (α(t))·α′(t) dt =

∫ b

a

F (x(t), y(t))·(y′(t),−x′(t))dt =

∫ b

a

M(x(t), y(t))(y′(t))−N(x(t), y(t))(x′(t)) dt

∫ b

a

(
M(x(t), y(t))

dy

dt
−N(x(t), y(t))

dx

dt

)
dt =

∫ b

a

M dy −N dx =

∫ b

a

−N dx+M dy =

aplicando el teorema de Green

=

∫ ∫
D

(
∂M

∂x
−
(
−∂N
∂y

))
dxdy =

∫ ∫
D

(
∂M

∂x
+
∂N

∂y

)
dxdy =

∫ ∫
D

div F dxdy

La generalización de esta forma a tres dimensiones se llama Teorema de la divergencial (Gauss).

Ejemplo Veri�caremos el teorema de la divergencia con el campo F (x, y) = (−x,−y) y sea

D = {(x, y) ∈ R2 | x+ y ≤ 1, y ≥ 0 x ≥ 0}

una parametrización de la frontera sería

α1 : [0, 1]→ R2 dada por α1(t) = (t, 0)

α2 : [0, 1]→ R2 dada por α1(t) = (1− t, t)

α1 : [0, 1]→ R2 dada por α1(t) = (0, 1− t)

por lo tanto∫
α

F =

∫
α1

F +

∫
α2

F +

∫
α3

F
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en este caso se tiene que∫
α1

F =

∫ 1

0

F (t, 0) · (0,−1) dt =

∫ 1

0

(−t, 0) · (0,−1) dt = 0

∫
α2

F =

∫ 1

0

F (1− t, t) · (1, 1) dt =

∫ 1

0

F (t− 1,−t) · (1,−1) dt =

∫ 1

0

−1 dt = −1

∫
α3

F =

∫ 1

0

F (0, 1− t) · (−1, 0) dt =

∫ 1

0

(0, t− 1) · (−1, 0) dt = 0

por lo tanto el �ujo a través de D será∫
Fr(D)

F =

∫
α1

F +

∫
α2

F +

∫
α3

F = −1

El signo (−) signi�ca que el �ujo es hacia el interior de D
Por otro lado

div F = div (−x,−y) =
∂(−x)

∂x
+
∂(−y)

∂y
= −2

entonces ∫ ∫
D

div F dxdx =

∫ ∫
D

−2 dxdy = −2

∫ ∫
D

dxdy = −1
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