Unidad 2 Integral de Linea 2.4 Teorema de Green

Ejercicio Sea F : U C R” — R” un campo de clase ¢, k& > 0 definido en el conjunto abierto U € R™.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes
1) F es el campo gradiente de una funcion f : R” — R de clase cF+!
2) La integral | F del campo F a lo largo de la trayectoria X : [a,b] — R™ de clase c' tal que
A
Aa,b] C U, depende solamente del punto inicial A(a) y final \(b) de la trayectoria A
Demostrar que 2 = 1

Demostracion. Sea Py € U un punto fijo entonces para cada p € U consideramos la trayectoria y(t)
para t € [a,b] con y(a) = po y v(b) = p y tal que v esta totalmente contenida en U. Definimos

D
fp) = / F
Po
_ . Of(p) _ -
vamos a demostrar que Vf = F es decir e F;(p) Vi=1,2,...,n tenemos que

p+he; P p+he; Po pthe;
O1W) _ o T the) = @) o oy Sy F oy O EELE
ox; h—0 h h—0 h h—0 h h—0

Al considerar A(t) = p + Mhe; ¢ € [0,1] y se tiene que

, f;* hei Jy F(p+ Aheheid\ [ Fi(p+ Ahe;)hdA
lim =—— = lim = lim
h—0 h h%O h h—0 h

hacemos el cambio de variable v = hA de tal manera quesi A=0=u=0y A=1=u=h porlo
tanto L N
, fO Fl(p + )\h@l)hd)\ , fO Fz(p + uei)du
lim = lim
h—0 h h—0 h

si hacemos ahora

= F: . ! — i

de manera que

foh Fi(p + ue;)du

) d ([°
}llli% h = % </0 Fi(p + uel)du) - = Fi(p + Sei)s:() = Fz(p)

O

La integral de linea de un campo vectorial F' = (Fy, Fy, F3) € R3 alo largo de una trayectoria
c: [a,b] — R? se suele escribir

b b
|7 / it = [ Fa(0).9(0), 20 0,/ (0,2 Ot = [ (Fia' 00+ Fay/ 0+ (1)
y denotamos dx = z'(t)dt, dy = ¢/ (t)dt y dz = 2/ (¢)dt

b b
/ (Flﬂ']/(t) —+ Fzy/(t) —+ ng/(t))dt = / Fldl’ + ngy —+ ngZ
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Unidad 2 Integral de Linea 2.4 Teorema de Green

Ejemplo Calcule

(3,—2,5)
/ 3zdx + y3dy — 2%dz
(0,0,0)

Solucién En este caso F(x,y,2) = (3x,4%, —2%) y tenemos que

S

rot F = VxF = %<8(’22)3(yg)>5 (3(22) 3(3x))+;; <3(93) 0(3z)

oy 0z or 0z

gy
@wg)‘@k)>
l\ll Yo =

(0,0,0) = rot F=0

por lo tanto F es conservativo y la integral no depende de la trayectoria que se tome para unir los
puntos indicados.

Vamos a considerar entonces la trayectoria A : [0,1] — R? dada por A(t) = (3t,—2t,5t) t € [0,1]
y entonces

(3,—2,5) 1 1
/ 3xdr + yPdy — 22dz = / FOA@) - N (t)dt = / F(3t,—2t,5t) - (3,-2,5)dt =
(0,0,0) 0 0

—1
4

1 125 5 4
lo — =t o=

1 1
2
/ (9t, —8t3, —25t%) - (3, —2,5)dt = / 27t + 16> — 125t%dt = ;tQ o+ 3
0 0

27 16 125 145

2+4 3 6

Teorema de Green'

El teorema de Green relaciona una integral doble sobre una regién del plano con una integral curvilinea
sobre la frontera de la region.

Sea C una curva descrita por una funciéon vectorial continua « : [a, b — R™.

Si a(a) = a(b) se dice que c es cerrada

Si a(ty) # ata) Vti,ts € (a,b] se dice que c es cerrada simple

Curva de Jordan.-: Es una curva cerrada simple en el plano

Curva de Jordan Curva que no es de Jordan

&

Region simplemente conexa.- Una regién D es simplemente conexa si es conexa y el interior de toda
curva de Jordan C contenida en D esta también contenida en D.
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Unidad 2 Integral de Linea 2.4 Teorema de Green

Teorema 1. Teorema de Green Sea D una region simplemente coneza con un borde C (suave) orientado
positivamente. Si el campo vectorial F(x,y) = M (z,y)i+ N(z,y))j es continuamente diferenciable en D

tenemos que
ON OM

Demostracion. Primero demostraremos Teo. de Green para una regiéon Tipo I. Supongamos que D es una
region Tipo I con borde C.

y C+=Ci+ B} +C;+B] En este caso se tiene que
Ct :a,b] = R? esta dada por Cf (z) = (z,¢:1(x))
By (z) = (b,x) € [¢1(D), d2(b)]

Cy :la,b] — R? esta dada por C; (z) = (x,¢a(x))

By (z) = (a,7) =z € [$1(a), p2(a)]

Tenemos que
Ct=Cf+By +Cy; + By

ahora bien si tomamos un campo en R? dado por F' = [M(z,y),0] se tiene que

/C+ /C+F+/B+F+/7F+/7F_

¢2(b)

b ¢2(a)
F(z,¢1(2))-(1,¢'(z))dz F(b,2)-(0,1)dz— x, ¢g , 5 (x))dr— F(a,z)-(0,1)dz =
/a (2, 61(2))-(L, ¢ (2)) */1@ (b.2)-(0,1) / P, 6a(2)-(1, 8h(x)) /M (a,2)-(0,1)
b ¢2(b) b ¢2(a)
/ (M(z, 61(x)), 0)-(1, ¢ (2))do+ / (M (b, ), 0)-(0, 1)dar— / (M(, da(2)), 0)-(1, Sh() ) da— / (M(a,2),0)-(0, 1)de
a ¢1(b) ¢1(a)

/de)l dw—/ngbg

Comenzamos demostrando que / / m dx dy = / M dx Como D es una regién Tipo I, la frontera
D 9Y c

C se compone de una porcion interior C7 y una porciéon superior Co que son las graficas de dos funciones
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Unidad 2 Integral de Linea 2.4 Teorema de Green

d1(x) v ¢2(x) respectivamente, en un cierto intervalo a < x < b. En esta situacion podemos calcular la
integral doble por 1ntegrac10n iterada

//— dydx_/ /¢2(m)6_M dy dx = bM[xa¢2($)]—M[x,gbl(x)]dx:

a

Md:c:—{ M dz + de:|=
Co C1

— | M dx
e}

N
Vamos a ver ahora que / / 8— dx dy = / N dy
p Oz c

Consideremos ahora la regién como tipo II

C*=Ci+B5+C+B7

Por lo tanto tenemos que:

// L da dy_/ /”’(y;ﬂ ON dy:/chwz(x),y]_N[q/,l(m),y]dy:

d
/N[wz ] dy — /Nwl dy—/N[%/Jz(a?),y]dy‘f' N [ (), v] dy
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Unidad 2 Integral de Linea 2.4 Teorema de Green

/M der+ N dy O
c

Ejercicio: Compruebe que se verifica el teorema de Green para la integral curvilinea

/—y dx 4+ x dy donde C es la curva cerrada
t

y=+v1—x?

71N

— 1
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