Unidad 3 Integral de Superficie 3.4 Integral de Superficie (funciones escalares)

Una superficie S C R? se dir4 orientable si es posible decidir sin ambiguedad cual es cada uno de los
lados de la superficie

Una funcién N : S — R3, definida en los puntos g € S, tal que a cada q € S le asocia un vector N(q) € R3,
no nulo, ortogonal a S, se dice ser un campo de vectores normales a S.

Decir que una superficie es orientable, significa que podemos tener un campo de vectores normales a S,

N : S — R3, que no cambia repentinamente de un punto a otro es decir que este campo N sea continuo
en S

Vg, ¢ € S lla=dll<d = |fle)—f(d)l <e

Ejemplo La banda de Moebius parametrizada por

flu,v) = ((1 — vsen (%)) cos(u), <1 — vsen (g)) sen(u), v cos (;)) ve[-1,1], wuel0,2n]

es tal que

% = (—g cos (%) cos(u) — (1 — vsen (g)) sen(u), —g cos (g) sen(u) + (1 — vsen (g) cos(u), Y sen (E)))

2 2

gi = (— sen (%) cos(u), — sen (g) sen(u), cos (g))
(—% sen(u) + cos(u) cos (%) - gcos(u) sen(u), g cos(u) + sen(u) cos (g) - %senZ(u), (1 — vsen (g)) sen (;))
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N(q")

N(q), ’

N(q) A

ahora bien
lim Ny, , =(1,0,0
(wo)s(o+0) T (1.9,0)

lim Nf
(u,v)—=(27~,0)

=(-1,0,0)

u,v

esto quiere decir que el campo N no es continuo

Integral de Superficie sobre funciones escalares.

Consideremos el problema del célculo de la masa total de una lamina, cuya forma es la de una superficie
simple S. Supongamos que la lamina es muy delgada y que su densidad no sea constante. Podemos
entonces pensar en una funcion de densidad p defnida sobre la superficie de modo que cada (x,y,z) € S
le asocia el naumero real p(zx, y, z) que da el valor (en unidades de masa por unidad de area) de la densidad
de la lamina en el punto (x, y, z). Si dividimos la superficie S en pequenos rectangulos S;; . Si ® es una
funcién que parametriza a S, cada S;; se puede ver como la imagen de un rectangulo R;; correspondiente
a una particion de la region D en pequenos rectangulos

A z
[()]
D /_\
Rj
S P
Sy
A
b
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Supongamos que p : S C R3 — R es una funcién continua que en cada punto de S (superficie) nos asigna
su densidad de masa, y que S esta parametrizada por la funcién f : D C R? — R? entonces, la masa de la
lamina en S;; =~ p(xi;,Yij, zix) - Area  R;; de modo que la masa total de la lamina es aproximadamente

n m
Z Z p(Tij, Yij, zij) - Area  Rij
i=1 j=1
-. La masa total de la lamina sera

) n o m of af
m?lgoozz:ﬂ(f(uiwvij)) Hau(umvz‘j) X g Wid Vi)

i=1 j=1

- fpein

Definicién 1. Sea S = f(D) una superficie paramétrica descrita por una funcion f : D C R? — R3
de clase C' y sean p: V C R?® — R un campo escalar continuo definido en un abierto V de R3 tal que
S C V. Se define la integral de superficie como

[ ois=[ [ postuo)

Ejemplo Evaluar la integral de superficie // y? + 2yz ds donde S es la porcion del plano 2z+y+22 = 6
s

‘ X 6,chludv

o 51 o

que se encuentra en el primer octante

z
(0.0.3)
0
(3.0.0)
" 2\ (0.6.0)
X

Y

Solucién En este caso tenemos que p(z,y,2) = y? + 2yz mientras que de la ecuacién 2z +y + 2z = 6

despejando a la z z = 5(6 — 2z — y) podemos obtener una parametrizacion

flu,v) = (u,v, %(6 —2u —v))

donde A a
.k
of of 1 of  of _ L
— =(1,0,-1 — =(0,1,—< -1 =(,2,1
au ( 70a )a 6’0 (07 ) 2) = 6’& 6’[1 10 ]1' ( 790 )
01 —35
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por lo tanto

//Sy2+2yzds://Dp(u,v,%(6—2u—v)) 1+1+<%)2dA:
// <u2+2v(%>(6—2u—v)>mm_ // (60— 2uv)d

6—2u
// —udvdu—G/(3 u)3du :_5(3_“)4%:?

El valor de la integral no depende de la parametrizaciéon

W

Sea g = f o ¢ por lo tanto tenemos que

[ [ paa= [ [ MHf?fxa_fHdd o [ s DI ot )] | 2ot E2)

=p(s,t)

// 9(s,1))) || Ng(s,t)|| dsdt = // pdA

Ejemplo Sea p: R?* — R dada por p(z,y, 2) = ax+by+2 donde a, b son constantes dadas y consideremos
la superficie f : R? — R? parametrizada por f(u,v) = (u,v,u? + v?) sobre la region D = {(x,y) €
R2|u? + v? < 1} (La superficie es un paraboloide z = 22 + 3? que se encuentra debajo del plano
z=1)

dsdt
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Solucién Tenemos que dada la parametrizaciéon de la superficie f(u,v) = (u,v,u? + v?) entonces

_of _ _9f _ (=2 —
Tu—%—(l,O,QU) Tv_ 8’1) _(0’172v):>||TuXTU”_”( 27a Q'Ua]-)”

por otra parte
p(f (1, 0)) = plu,v,u® +v%) = au + by + 2

1 27
/fds = //(au—i—by—i—z) I(=2,, —2v,1)|| dudv = / / (ar cos(0)+brsin(0)4+r?)\/1 + 4r2-rdrdd
s s 0

Polares

1 2m 1 2m 1 2w
= / / ar? cos(0)\/ 1 + 4r2drdf + / / br?sin(0)\/1 + 4r2drdf + / 31 + 4r2drdf
o Jo o Jo 0o Jo

Vamos a trabajarlas por separado

1 27 1 27 1
/ / ar? cos(0)v/1 + 4r2drd = / 21+ 47‘2037“/ acos(6)df = / r*V/1+ 4r2dr (asin(9) |§7) =
o Jo 0 0 0
1
/ r2\/1 + 4r2dr - (0)=0
0

Para la segunda

1 27 1 2m 1
/ / br?sin(0)/1 + 4r2drdf = / /1 + 4r2dr/ bsin(0)dh = / r2\/1 + 4r2dr (—bcos(6) ‘%”) =
o Jo 0 0 0
1
/ r2\/1 4 4r2dr (0) = 0
0

Finalmente

1 2m 1 2 1
/ / 3V 1 + 4r2drdf = / V1 + 4r2dr/ df = / 3V 1+ dr2dr(2n) =
0o Jo 0 0 0

~—~ 8 3

=r2  du=2rdr 5
dv=8r\/1+42  v=2(1+4r2) 2

é/ol V280 /T T dr2dr (21) B 1 (TQ (2> (1+4r%)7 - (;) /01 (1+4r%)? 2rdr> (2r)
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= (%) (¢ +3)

Ahora vamos a dar una reparametrizacion de la region D = {(z,y) € R?|z? + y? < 1}, para ello
consideremos la regién D’ = {(s,t) € R?|s? +¢> < 1} y vamos a proceder de la siguiente forma:

1
32+t2§5:>2s2+2t2g1:>s2+23t+t2+s2—23t+t2§1:>(s+t)2+(s—t)2§1

por lo tanto proponemos g(s,t) = (s +t,s —t) = (u,v) y la reparametrizacién ¢ : D’ C R? — R3
quedaria

B(s,t) = fog(s,t) = flg(s,t)) = f(s+t,s—t) = (s+t,5—t,(s+t)*+(s—1)?) = (s+t,5—t,25%+2t%)

donde
7k
¢ =(1,1,4s) %:(1,—1,4t %x@ 1 1 4s| = (4s+4t,4s — 4t,-2)
s ot 1 1 4

Por lo tanto para calcular la integral de superficie p(x,y, z) = ax + by + z se tiene que

[ [ ota= [ [ oot |2 x 2w~

/// (a(s+1t)+b(s—1t)+ 25" +2t7) /4 + 32(s? + t2)dsdt

= /27T /W ((a -+ b)rcos(8) + (a — b)rsin(f) + 2r?) A £ 32 2rdrdd
0

—~—
Polares
2 5 1 m s 1
:/ / 34+ 32r2drdd = (27 / PV s = 2m) | o+ ) = (—) 5% 4 -
0 0 120 12 5
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