Unidad 3 Integral de Superficie 3.4 Integral de Superficie (funciones vectoriales)

Integral de Superficie sobre funciones vectoriales.

Supongamos que F : R? — R? es un campo continuo en R3
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Y sea S una superficie suave. Si F representa el campo de velocidades de un fluido, se trata de ver cuél
es el flujo de éste a través de la superficie S.
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La integral de superficie de un campo vectorial puede interpretarse como el flujo del campo a través de
la superficie. Intuitivamente el flujo de un campo de vectores a través de una superficie es la parte de
dicho campo que atraviesa la superficie.

N(g)

Sea f : D C R? — R3 una parametrizacion de la superficie S, y tomemos la orientaciéon de S segtn el
campo continuo de vectores normales N : .S — R3. Si hacemos una particién de la regién D en rectangulos
R;;, las imagenes f(R;;) proporcionan una particiéon de la superficie S,
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en cada rectangulo R;; tomamos un punto (u;j,v;;) = p;j, y consideramos la imagen de éste f(p;;) =
(@i, Yij, 2ij) = ¢i; €l cual se encontrara en el rectangulo f(R;;) = S;;. Una estimacion aproximada del
flujo del campo F a través del rectangulo S;; se obtiene al multiplicar la componente F'(g;;) sobre N(g;;)
por el 4rea del rectangulo S;;

tenemos que

. F(qij) - N(qij

siuio (5 = S
]

por lo tanto el flujo a través de S
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suma de Riemann

F(Qij) 'N(‘Jij)
IV (gi5)

area f(Rij) = [N (@i) | Dus; Doy = F(gig) - N(Gig) Duiy Doy,

Definicién 1. Sea S = f(D) una superficie paramétrica y sea F : V C R3 — R? un campo vectorial
continuo en el abierto V tal que S C V. Se define la integral de superficie del campo vectorial F' como

//DF(f(u,v))~ (% < Z—D dudv

¥ TFacultad de Ciencias UNAM Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz
Calculo Diferencial e Integral IV 2




Unidad 3 Integral de Superficie
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Ejemplo Vamos a calcular el flujo del campo F(x,y,2) = (x,—2y,—2z) a través de la superficie s =
{(z,y,2)|lx +2y+32=6,2>0,y >0,z >0}
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Mientras que para evaluar la parametrizacion en el campo tenemos que

1 2
(T(Z’,y)) (x,y, 31’ 311) (.’E, Yy, + 3.’E + 3y)

//DF(T(u,v))~<gZ )dudv_/ /"" <x,_ 1

12
2, —2+—z+ -y (=, 2,1)dyd
Y, +3x+3y) (3,3,>yx

LG e e [ (55 )

— — = — 2| dydx

1 (6 3-% 1 (6 3_z 1 /6

—/ / (22 — 2y — 6) dydx = —/ a1y — y* — 6y’ der = — (30:10 — 108 — 522 + 18x) dx
1 (/3022 53: 1822 1
= = —(190 — 108 — 4) = —(—-24) = —12
12( 5 5 + 5 0) 2(90 08 — 60 + 54) 2( )

En el caso de las integrales de superficie sobre campos vectoriales vamos a ver que su valor no depende
de la parametrizacion
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Tenemos que g = f o ¢ por lo tanto

//DF(f(u,v))- (%(u,v) X %(u,v)) dudv =,

(u,0) = (s,1)

//DF(f(SD(s,t)))~ <%(<p(s,t)) x %((p(s,t))) 'J%

//,F(Q(s,t))' (%(s,t) X %(s,t)) J@ ‘Ja(acp(:;p)g)

9(s.t)

j:///F(g(s,t))- (% y %) dsdt

El signo (-) indica que la reparametrizacion g recorre S con orientacion contraria a f

dsdt =

dsdt =
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