Unidad 1 Integrales Multiples 1.3 Propiedades de las funciones integrables

Sumas Inferiores y Sumas Superiores

Denotaremos por S( f)iaI conjunto de todas las sumas inferiores de una funcién f (Definida sobre el
rectangulo R) y como S(f) al conjunto de todas las sumas inferiores es decir

S(f) ={S(f,P) | P € Pgr}

S(f)=A{S(f,P)| P € Pg}

Definicién 1. Al supremo del conjunto S(f) lo llamamos integral inferior de f sobre R y se puede denotar
iR(f). Y al infimo del conjunto S(f) lo llamamos integral superior de f sobre R y podemos denotar [ ,(f)

Definicién 2. Sea f: R C R™ — R acotada sobre el rectangulo R. Decimos que f es integrable segin
Riemann sobre R si se tiene que la integral inferior y la integral superior de f sobre R son iguales. Es

decir _
/ = |

En este caso, a este numero lo llamaremos la integral de f y lo denotarremos por ffR f

Lema 1. Para cada € > 0 existe una particion P de R tal que

Oé/ffﬁ(f,p)<e y os§<f,p>—/Rf<e
Y R

Demostracion. Como

/ (f) =sup{S(f)} 3 P € Pgr tal que
R

/ (f) — sup{S(f)} < ¢
R

/ (f) =if{S(f)} 3 P € Pgr tal que

R
we(S(0) - [ (h<e
R

Sea P = P |J P, se tiene entonces que

por lo tanto
/, [ g-swm<s

0<5(P)- [ fgS(f,P2>/Rf<e

R
O
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Teorema 1. Sea f: R C R” — R acotada sobre el rectangulo R. Se tiene que f es integrable sobre R si
y solo si para cada € > 0 existe una P particion de R tal que

g(f7p)_§(fap)<6

Demostracion. =) B
Sea € > 0 como f es integrable fRf = fRf = I y por las propiedades del supremo sabemos que para
5 > 0 3 una P/ particion de R tal que

NN e)

Por otra parte de las propiedades del infimo sabemos que 3 una @/ particién de R tal que
I<S(FQ)<I+3.

Si hacemos P = Pr|JQ/ tenemos que

.. f es integrable
<) B B
Tenemos que probar que la funcién es integrable es decir i R [ =[x o equivalentemente i " f—=[rf=0

/ng/Rf;»os/Rf—/Rf.

Sea ¢ > 0 por hipétesis, existe P particion de R tal que S(f, P) — S(f, P) < € por otra parte se tiene que:

sabemos que

sip < | = [ r<s0.p)

o</Rf—/Rf<S<f,P>—S(f,P> <e

fi=1

. f es integrable
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Unidad 1 Integrales Multiples 1.3 Propiedades de las funciones integrables

Teorema 2. Si una funcion f es continua en un rectingulo Q = [a,b] X [c,d] entonces f es integrable en

Q.

Demostracion. Tenemos que

s Z Z MighlBeg) = Z Z mij A Fg) = Z Z(Mij —mij) A(Rij)
< ;; A(GR) (Ru) A(GR) ;;A(RU) _ A(eR) A(R)

La desigualdad se justifica de la siguiente forma:
Como f es continua en un conjunto cerrado y acotado entonces f es uniformemente continua .'. para

€

Tij, Uij € Rij con  |wij —yizll <9 = |f(2iz) — flyig)] <

A(R)
O
Ejemplo Si f es una funcion integrable sobre R y Ry C R entonces f es integrable sobre Ry
Demostracion. Com f es integrable sobre R existe una particion P de R tal que
S(f,P)—S(f,P)<e
Sean P; los R; ; € P tal que R;; C Ry, y sea P» los R;; restantes, tenemos entonces que
S(f,P)=S(f,P1)+ S(f, P»)
S(f,P)=S8(f,P1)+5(f. P2)
por lo tanto B B B
S(f, P1) = S(f, P) + S(f, ) = S(f, P2) = S(f. P) = S(f, P) <¢
como cada término de la suma es positivo se tiene que
S(f,P1) = S(f,P1) <e
y tenemos una particion de Ry C R donde f es integrable O

Teorema 3. Sea f : R C R? — R integrable sobre R. Entonces existe xg € int(R) tal que f es continua
en xo

Demostracion. Como f es integrable sobre R existe una particiéon P de R tal que

S(f,P) = S(f,P) =Y (M;; —mi;)A(R) < A(R)

i=1 j=1
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como los sumandos son términos no negativos, existen subindices ij; tal que M;;, —m;;, <1
pues de lo contrario si

n m

Mij—my; > 1V i, = (Miyj—mij)A(Rij) > A(Rij) = Y Y (Mij—my;)A(Ryy) > > > (Rij) =

i=1j=1 i=1 j=1

lo cual contradice nuestra suposicién.

Ahora bien sea R;;, el subrectangulo de la particion P que cumple M;;, —m;;, <1 donde R;;, C R.
Como f es integrable sobre R y R;;, C R entonces f es integrable en R;;,, existe entonces una particion
Py de R;;, tal que

?(f, Pl) f’ Pl Z Z iji — Mijy A(R’LJI) < M

2
=1 j=1

Podemos asegurar que existe un subrectdngulo R;;, inducido por P; con la propiedad M;;, — m;;, <
donde

2
M;j, =sup{f(z) | x € Rij,} myj, = mf{f(z) |z € Rij, }
y ademas Rij2 C Rijl-

Siguiendo este procedimiento, obtenemos una sucesién de rectangulos {R;;, } anidados en R? con la
propiedad
1 ;
Mijk — Myj, < E donde M’ijk = sup{f(x) | T e Rijk} Mg, = mf{f(as) | T e R’ij} RZ]k-H Rijk

Sabemos que

ﬂ Rij, #0
k=1
Ahora, si
o € m Rijk
k=1
1
vamos a comprobar que f es continua en zy. Sea e > 0y N € N tal que N < e Como xg € Ryjy,, C Rijy
existe un § > 0 tal que
Bg(xo) C RijN
de tal forma que
Mijn < f(.l?) < MijN V x € B§(.T0)
1
como M — Myjy < v e tiene que
1
|f(x) — f(z0)| < v <€ V x € Bs(wo)
por lo tanto f es continua en xq O
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Ejercicio Sea f: R C R? — R integrable sobre R tal que f(z) >0V x € R. Sif es continua en zg € R
y f(xo) > 0 entonces
/ f>0
R

Solucién Si f es continua en g € Ry f(zg) > 036 > 0 tal que

f(z0)

1F(@) = Feo)l < 22

por lo tanto

ﬂ?)<ﬂ@ Y z € Bs(wo)
Sea P € Pg una particién de P y sea Ry C R tal que R; C Bs(x() se tiene entonces
0
S(f,P)= Z ZmijA(Rij) =muA(Rn) + Z ZmijA(Rij) > 5 A(R11)+0>0
i=1 j=1 i=1 j=1
por lo tanto
0<s(P)< [ 1
R
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