Unidad 3 Integral de Superficie 3.1 Superficies Parametrizadas

La integral de superficie puede considerarse como el equivalente en dos dimensiones a la integral de
linea siendo la region de integraciéon una superficie en lugar de una curva. El integrando serd un campo

escalar o un campo vectorial

Las superficies seran todos aquellos conjuntos que se pueden ver como la imagen de una funcién derivable
definida sobre ciertos subconjuntos del plano.

Definicién 1. Decimos que S C R? es una superficie si existen f = (f1, f2, f3) : D C R? — R? de clase
¢t donde D es una region tipo I o tipo II, tales que S = f(D)

Superficies Parametricas I

Dada una regiéon D C R? se dice de tipo I si ésta puede escribirse como

{(uv) ERNa<u<hb i) <y< pa(a)}
Y se dice de tipo II si ésta puede escribirse como
{(u,v) eR?*lc<v<d Pi(u) <v < Po(u)}.
Para algunas funciones continuas @1, 2 : [a,b] = Ry 91,79 : [e,d] = R
Definicién 2. Sea D C R? una region del tipo I 6 II en R? y sea f : D C R?> = R3 dada por
flu,v) = (2(u,v),y(u,v), 2(u, v))

una funcion inyectiva de clase ¢! (es decir sus funciones componentes x,y,z : R? — R son de clase ¢!

A la funcién f : D € R? — R? se le llama parametrizacion de la superficie.Y es es la representacion
paramétrica o vectorial por medio de tres ecuaciones que expresan x,y, z en funciéon de dos parametros
uy v.

Parametrizacion de Superficies

Sea D una regién en el plano u,v y f una funcién vectorial continua definida f : D C R? — R3
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Unidad 3 Integral de Superficie 3.1 Superficies Parametrizadas

cuando (u,v) toman todos los valores posibles de D, f dibuja una superficie en R3. Cuyas ecuaciones
parametricas son z(u,v), y(u,v) y z(u,v)

La parametrizacion de una superficie puede obtenerse de diferentes formas, a continuacién obtendremos
las parametrizaciones de algunas superficies a partir del lugar geometrico.

Ejmeplo Esfera de radio a

segun la figura

!
cos(u) = % sen(u) = Y

= a2 =hcos(u), ¥y = hsen(u)

!
h

para el punto p se tiene

cos(v) = 2 sen(v) = = z= acos(v), h=asen(v)

¥ TFacultad de Ciencias UNAM Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz
Calculo Diferencial e Integral IV 2
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por lo tanto las coordenadas del punto P que describen el lugar geometrico son

(«',y,z) = (hcos(u), hsen(u), acos(u)) (asen(v) cos(u), asen(v) sen(u), acos(u))

NP,

h=asen(v)
y una parametrizacion de la esfera es:

f(u,v) = (asen(v) cos(u), asen(v) sen(u), acos(u)) u € [0,2n], v € [0,n]

Ejmeplo Cono

Nos fijamos en P’ proyeccion de P en el plano XY segun la figura

/

cos(u) = % sen(u) = Y o5 o= hcos(u), 3y = hsen(u)

'
h
para el punto p se tiene

cos(a) = % sen(q) = % = z=wcos(a), h=wvsen(«a)
por lo tanto las coordenadas del punto P que describen el lugar geometrico son

(',y', 2) = (hcos(u), hsen(u), v cos(a)) = (vsen(a) cos(u), v sen(c) sen(u), v sen(c))
h=vsen(a)

y una parametrizacion del cono es:

f(u,v) = (vsen(a) cos(u), vsen(a) sen(u), vsen(a)) w e [0,2n], ve0,7], a=k fijo
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Ejemplo Parametrizacién del TORO
Para esto tomemos un circulo C; de radio r y hagamoslo girar alrededor del eje Z. Llamemos R a la
distancia del centro de Cp al eje de rotaciéon. Se tiene asi un circulo Cy de radio R. A la superficie
generada por C; se le llama TORO. Vamos a obtener su parametrizacion. Designemos por wu, v los
angulos mostrados en la figura

rcosvsenu 1

Rsenu
S
Reosu \ rCos VoS u
R +rcos(v)
x' L
" = x' =1 cos(v)
segun la figura
O — ()= L = & = (Rreos(u)) cos(u). 3/ = (Rrcos(v)) sin(u)
cos(u) = —, sen(u) = ————— x = rcos(v)) cos(u), = rcos(v)) sin(u
R+ rcos(v)’ R+ rcos(v) Y
z
sen(v) == = z=rsen(v)
r
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Las coordenadas de P’ seran

x’ = Rcos(u) + rcos(v) cos(u) y' = Rsen(u) + r cos(v) sen(u)
Estas también seran las coordenadas x,y del punto P. La coordenada z se obtiene del tridngulo y
es z = rsen(v)

por lo tanto una parametrizacién del toro sera

flu,v) = (2',y, 2) = (Rcos(u)+r cos(v) cos(u), Rsen(u)+r cos(v) sen(u), rsen(v)) u € [0,27], v € [0, 27]
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