Unidad 3 Integral de Superficie 3.1 Vector Normal, Plano Tangente

Parametrizacion de Superficies z=f(x,y) I

Sea f: D C R? = R3 dada por

f(U,U) - (fl(ua v)7f2(uav)af3(ua v))

una funcién inyectiva de clase ¢! (es decir sus funciones componentes f1, f2, f3 : R> — R son de clase c!)
Supongidmos que

i)D es una region cerrada, acotada, simplemente conexa y cuya frontera es diferenciable

ii) f(D) no tiene puntos dobles es decir si Q)1 # Q2 € D entonces f(Q1) # f(Q2)

iii) f tiene derivadas continuas en D

iv) En ningtin punto @ € D los jacobianos

9y, 2)
o(u,v)’

J1 =
son todos iguales a cero.
Suponga que una superficie S, satisface lo anterior, y sea Py € S

Teorema 1. Sea Py un punto en la superficie. Entonces existe una vecindad de Py en la cual S se
representa por una ecuacion en la cual una de las variables x,y,z se expresa como una funcion de las
otras dos, por ejemplo z = ¢(x,y).

Demostracion. Como no todos los jacobianos Ji, Jo, J3 se hacen cero en Py supongase que J3 # 0 alli; ésta
es precisamente la condicion segun el teorema de la funcién implicita para que © = fi1(u,v),y = fa(u,v)
puedan resolverse para (u,v) en términos de (x,y) en una vecindad de Py. Las primeras de estas funciones
se reducen a identidades y la tercera se puede transformar en z = ¢(x,y) = hlu(z,y), v(z, y)] O

Ejemplo De la parametrizacién de la esfera de radio a
f(u,v) = (asen(v) cos(u),asen(v) sen(u),acos(u)) u € [0,2w], v € [0,n]

tenemos que

a(x y) dx Oz d(asen(v)cos(u))  d(asen(v)cos(u)) ) T
8(U ’U) = % gz‘ = 8aseng)’lfsen(u) aasen(?)g sen(u) | = —a sen(v) COS(U) 7& 0 para v 7& Oa n57 nm
’ ou  Ov ou v

por lo tanto para esos puntos z se puede escribir en términos de x,y de esta manera podemos obtener
una ecuacion cartesiana de la esfera.
Para obtener la ecuacién cartesiana procedemos asi:

x = asen(v) cos(u) 2?2 = a®sen?(v) cos?(u)
y=asen(v)sen(u) | = |y*=a?sen?(v)sen?(u) | =
z = acos(u) 22 = a? cos®(u)

2

x? + % + 2% = a® sen?(v) cos? (u) 4 a? sen’(v) sen’(u) + a? cos?(u) = a*

por lo tanto la ecuacién cartesiana de la esfera de radio a es:

22 4?22 = a2

¥ TFacultad de Ciencias UNAM Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz
Calculo Diferencial e Integral IV 1



Unidad 3 Integral de Superficie 3.1 Vector Normal, Plano Tangente

Ejemplo Use la ecuacién cartesiana de la esfera y su parametrizacion, para obtener una parametrizacién
del elipsoide

solucion Para esto tenemos que
2 2 2 2 2 2
T Y z T Y z
P> + 12 + 2 a + b + -

esta dltima ecuacion tiene la forma de la ecuacién cartesiana de una esfera de radio 1, por lo tanto
usamos la parametrizacion de la esfera de radio 1, es decir

= cos(u) = x =asen(v)cos(u), y = bsen(v)sen(u), z = ccos(u)

[eR R

- sen(v) cos(u) % = sen(v) sen(u)
a
de esta manera una parametrizacién del elipsoide es

f(u,v) = (asen(v) cos(u), bsen(v) sen(u), ccos(u), u € [0,2n], v € [0,n]

Ejercicio Obtener la ecuaciéon cartesiana de

Plano
fu,v) = (o + aru + b1v, yo + asu + bav, 2o + asu + bzv)

Paraboloide Eliptico
f(u,v) = (aucos(v), busen(v), u?)

Superficie de Revolucién

f(u,v) = (ucos(v), usen(v), f(u))

Cilindro
flu,v) = (u,asen(v), acos(v))

Toro
f(u,v) = ((a 4 beos(u)) sen(v), (@ + beos(u)) cos(v),bsen(u)) 0<b<a

Soluciéon Para el plano usaremos la ecuaciéon

(P—Py)-N=0

donde
P= (x7yvz)7 PO = ($0790,20)7 N = (a'17a'27a'3) X (blaanb?))
N = (a1,a2,a3) x (b1,b2,b3) = |a1 az as| = (agbz — azbz, —a1b3 + azby,a1by — azby)
by by b

por lo tanto se tiene

((z,y,2) = (%0, Y0, 20)) - (a2bs — agba, —a1bs + agbi, a1by — aszby) =0
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y la ecuacién cartesiana del plano es:
(.’13 — Z‘Q)(agbg, — a3b2) =+ (y — yo)(—a1b3 + a3b1) =+ (Z — Zo)(albg — agbl) =0

Para el paraboloide Eliptico procedemos

x = aucos(v) 2? = a?u? cos? (v) z—z = u? cos?(v)
y=busen(v) | = |y?=0u?sen’(v) | = ?la)/; = u? sen?(v)
2z =u? 2z =u? = 2

2 2
z Yy 9 2 2 I
;—i—b—z—u(cos (v) +sen®(v)) =u” =z

por lo tanto la ecuacién cartesiana del paraboloide eliptico es:

2 2
T Y
2te =7

Para la superficie de revoluciéon procedemos

x = ucos(v) 22 = u? cos?(v)
y=usen(v) | = [3?>=usen?(v)| =
z=f(u) z=f(u)

22 + % = u?(cos?(v) + sen’(v)) = u? = u=+a22+y2 = flu)=f(V22+1?)

por lo tanto la ecuacién cartesiana del paraboloide eliptico es:

e = (Va2 +y?)

Para el cilindro procedemos

rT=u T=u ) r=u
y=asen(v) | = |y*=a*sen’(v) | = |4 =sen?(v)
z = acos(v) 2% = a® cos®(v) Z = cos?(v
a
2 22

2 + pol cos?(v) + sen’(v) = 1

por lo tanto la ecuacién cartesiana del cilindro es:

2 2
yr oz
2t el
Para el Toro procedemos
x = (a+ bcos(u)) sen(v) 22 = (a + beos(u))? sen?(v)
y=(a+bcos(u))cos(v) | = |y?=(a+bcos(u))?cos?(v) | =
z = bsen(u) 2% = b? sen®(u)

22 +y? = (a4 beos(u))?(cos?(v) 4+ sen?(v)) = (a + beos(u))? = 2% +y* = (a + beos(u))? =
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2
\/W:aercos(u) = \/W—a:bcos(u) = (\/Wfa) = b% cos’(u) =
2
(Voo —a) 22 = B oot () + B sen () =

por lo tanto la ecuacién cartesiana del toro es:
2
(\/xz + 12 —a) +22 =0

Sea f: D C R? — R3 dada por

f(U‘?U) - (fl(ua U),fQ(u7v)vf3(ua U))

una funcién inyectiva de clase ¢! (es decir sus funciones componentes fi, f2, f3 : R> — R son de clase c!).
Decimos que f es una superficie simple si los vectores

of _ <5f1 Af2 5'f3> of _ <5fl 0f2 5’fs)
ou o

Ou’ Ou’ Ou Ov’ v’ Ov

son linealmente independientes en todo (u,v) € D.

Ejemplo Sea D una region D = {(u,v) € R%|la < u < b,c < v < d} ysea f: D — R3 dada por
f(u,v) = (u,v,au + Bv + ). Tenemos entonces que

of _ of _
%*(1,070‘) %*(0717B)

los cuales son linealmente independientes V valor de ~, 8 ... S = f(D) es una superficie simple.

Si llamo

_9f . _9f
Tu_é)u Tv_(%

al ser vectores linealmente independientes con ellos puedo generar el vector T,, x T, el cual es normal a la
superficie en un punto dado, y con estos elementos puedo determinar un plano tangente a una superficie
dada en un punto dado.

Definicién 1. Una superficie es suave si en cada punto de ella puedo definir un plano tangente.

Definicién 2. Una superficie es suave en ¢(ug,vo) st T, X T,y # 0 en (uo,v0), y la superficie es suave si
es suave en todos los puntos ¢(ug,vg) € S.

En caso de que T, x T;,, = 0 para algun o algunos puntos de una superficie, entonces ahi no se puede
definir un plano tangente.
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