Unidad 1 Integrales Multiples 1.6 Integrales Triples y Calculo de Volumenes

Integrales Triples I

Definicion 1. Un paralelepipedo B es el producto cartesiano de tres intervalos, es decir

B =[a,b] x [¢,d] x [u,v] = {(2,y,2) €R® [a <z <be<y<dp<z<g}
y una particiéon P de B no serd méas que el producto cartesiano de tres particiones:
P = P1 X P2 X P3
con
P, ={a=uwp,21,....0p, = b}
P2 = {C =Y0,Y1s -5 Ym = d}
Py ={u=z0,21,...., 20 = v}
P={[z;—1,z] X [yj—1,95] X [ze—1,2) | i=1,...,mn, j=1,..m, k=1,..,1}

Dada una funcién continua f : B — R donde B es algiin paralelepipedo rectangular en R3 podemos
definir la integral de f sobre B como un limite de sumas, partimos los tres lados de B en "n"partes
iguales.

£ Para las sumas inferiores se tiene

q }—{ﬂ—/ L
& - S(f;P) =3 miV(Bij)

i=1 j=1k=1
Para las sumas superiores
n n n

W | - y S(fP) =YY M V(Bij)

i=1 j=1 k=1

donde B, € B, el ijk-ésimo paralelepipedo rectan-
gular o caja en la particién de B y V(B;jk) es el
X volumen de Bjj,

Ejemplo Calcular

/ f donde f:BCR?®—=R esta dada por f(x,y,z)=xyz
B
Solucién consideremos la particion
—1 1 i —1 k-1 k
p{l )
n 'n n 'n n 'n
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con lo que se tendra

(-G -Dk-1)

mijr = min{zyz | x,y,2 € B, =

M;j, = max{zyz | x,y,2 € Bjji =

por lo que

tomando limite se tiene

3
lim 7(71 +1) =
n—ooo  8n3

/Bf:///Bxyzdxdydz:%

Definiciéon 2. Sea f una funcion acotada de tres variables, definida en B. La llamamos integral triple o
simplemente integral de f en B, y la denotamos

/fdv, /f:vy, ///f:cy Ydadydz

Resultados analogos a las integrales dobles que se cumplen para integrales triples.

por lo tanto

s Las funciones continuas definidas en B son integrables

= Funciones acotadas cuyas discontinuidades estan confinadas en gréficas de funciones continuas son
integrables

Si B = [a,b] x [¢,d] % [u,v]. Entonces tenemos las integrales iteradas

///fxy, Ydzdydz ///fmy, 2)d /ava/cdf(m,y,z)dydzdx

El orden de dz,dy, dz indica como se realiza la integracién como en el caso de 2 variables, se cumple el
teorema de fubini si f es continua, entonces las 6 posibles integrales son iguales. En otras palabras , una
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integral triple se puede reducir a una triple integracién iterada.

La idea es considerar conjuntos acotados (cajas) W C R? tal que B C W. Asi dada dada f : W — R
definimos f que coincide con f en W y cero fuera de W. Si B es una caja que contiene a W y
OW esta formada por las graficas de un nimero finito de funciones continuas, f sera integrable y

/ f(a:,y,z)dvz/f(x,y,z)dW
w b

Una regién W es de tipo I si:

L a<z<b ¢i1(z) <y<go(x) ¢i(z,y) <z<pa(z,y)
2. c<y<d P(y) <x<y) mley) <z <y

Una region es de tipo II si se puede expresar como 1. y 2. intercambiando = y z. W es del tipo III si se
puede expresar como 1. y 2. con y y z intercambiados.

Una region W que sea del tipo I, IT y III se llama del tipo IV.
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la tapa y el fondo el frente y la parte los lados 1zquierdo

son superficies z=~v{z, y) POSLErIOr SO0 y derecho son

superficies = =pl(y, z) superficies y=4d(x, y)
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Un ejemplo de una region del tipo IV es la bola de radio r, z? + 3% 4+ 22 < r?

Ejemplo Considere la integral reiterada

I =

zy?dzdydz

Mostrar que sus limites de integracion definen una regiéon que se puede tomar indistintamente como

cualquiera de las seis formas posibles y cambiar el orden de integracién para obtener las otras formas
de integrales reiteradas.

Soluciéon En el plano X Z se tiene

Para el Plano X Z se tiene

Proyeccién al plano Z X 0<xz<6 0<2z<2
0<z< bz 0<z<6-32
o<x<s 0<yf§zz = 6035?’5163; =
0<z<®* / / / zy’dydzdx / / / ry*dydrdz
0<z<2
0< x <6-3z

Para el Plano Y Z se tiene
Proyecciénal plano ZY 0 < y < 3 0<2<2
<y<3 OSZSM 0<y<6—33z
x, 0<z<=2
B 0<x<2—fy—z 0<$<2—§y—z
0<z<2

0<y<7 7§y z 7§y z
/ / / xy?drdzdy / / / xy?drdydz
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Proyeccién al plano X Y

0<y<3
0< x <6-2y

6 x+2y =0

Para el Plano X Y se tiene

0<y<3 0<z<6
6-—3
0<x<6-2 0<y <=5+
0<z< =22 0<z< S22y
6 G—Tac 67:5372?; 3 6—2y 67ac372y
/ / / zy?dzdydz / / / zy?dzdzdy
o Jo 0 o Jo 0
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