Unidad 1 Integrales Multiples 1.7 Teorema de Cambio de Variables

Planteamiento del Problema Dada una region A C R? sabemos que el volumen del sélido entre la
grafica de una funciéon f : A C R? — R esta dado por

|1

Y lo que planteamos es que a través de una funcién g : R? — R? desde un sistema de coordenadas
(u,v) a un sistema (x, y) nosotros podamos enviar un rectangulo R’ en (u, v) a la region A y calcular

de esta manera
[ 1= 1o
A R

wo+Ap-- D C

[ =

wup uo+Aq

Herramientas previas para un esbozo de la demostracién del Teorema de cambio de variable

Consideramos la region R’ = {(u,v) € R? | ug <u<ug+ A, , vo<v<wy+A,}

RI
o0+ Ay D C
wo g ulr

ﬁ

vo J....

T —
wuo uo+Ay

Sea g : R? — R? g(u,v) = (x,y) = (x(u,v),y(u,v)) la transformacion de coordenadas que manda la
region R’ del plano wwv en la region R del plano xy.

Consideramos la curva « : [ug, ug + A,] — R? dada por: a(t) = g(t,vo) = (x(t,vo), y(t,v0))
7y )

y B : [vo,vo + Ay] = R? dada por B(t) = g(ug,t) = (x(ug,t)
curvas son:

(ug,t)) y los vectores de velocidad de estas
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Unidad 1 Integrales Multiples 1.7 Teorema de Cambio de Variables

() = G tio), Gt )

0= (%2t00:0, 2.1

y sus longitudes se pueden calcular como

uo+A, vo+Ay
Lus / lo/()ldt  Lap= / 18/ (t) |t

0 Vo

Si A, y A, son pequetios estas integrales son casi iguales. Ahora bien, por el T.V.M

wug+Ay vo+Ay
[ e ola=lewyis, [ gl =150,

0 Vo

y podemos ver ahora que

o/ ()| A = [[ull si u=a/(u*)A, o bien u= (696 3y> A,

ou’ Ou

18" ()| Ay = |lv|| si v=p"(v*)A, o bien v= (gi, gz) A,

donde las derivadas estan evaluadas en (ug,vg). Asi el area del paralelogramo curvilineo R es entonces
aproximadamente igual al area del paralelogramo generado por los vectores u y v. Esta aproximaciéon sera
un tanto mejor en cuanto A, y A, sean pequefios y sabemos que el drea del paralelogramo generada por
2 vectores es igual a la norma del producto cruz de estos vectores.

uxv=(a'(u)A,) x (B (v)A,) = A A (u*) x B(v*) =

ik
oxr Oy
0 0 ou  Ou
— AAdet| = 20| 2 an, | 00 Ou
Oou Ou or dy
o oy o o
ov Ov

de modo que el area de la regién R es aproximadamente

0
fux o = |2ED| A A,
O(u,v)
0
en resumen AreaR = '85273 (AreaR)
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Unidad 1 Integrales Multiples 1.7 Teorema de Cambio de Variables

Esbozo del Teorema de Cambio de Variables

Si consideramos el rectangulo R’ y una particion @ de R’ tal que para cada subrectangulo R que intersecta
a un conjunto B C R’ elegimos un n; € R, () B y nos fijamos en g(R})

v

> Hlatm)) mg®R )

R/; N B

13

Queremos ver

/A fr S felm)mlg(RD)

R; N B#0

segun lo anterior

Y flgm)m(g(R)) = Y flg(m)) |det(Dy(m))| m(R;)

R, B#D R, B#D

m/ fog|det(Dy)]
B

por lo tanto

/Af%/Bfogldet(Dg)I

Teorema de cambio de Variablesl

Teorema 1. Sean A CR", f: A C R” — R continua en A, g: B C R® — R" de clase C' en By B
Jordan medible
Si g es inyectiva en B y det(Dy(x)) #0, V x € B entonces A es Jordan medible y ademds

/Af=/3<fog>-|det<Dg>|
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Unidad 1 Integrales Multiples 1.7 Teorema de Cambio de Variables

Version f: R? — R

Teorema 2. Sea f : R C R? — R una funcion continua de las variables z,y definida en la region R C R?,
Sea F : R C R? = R?, F(u,v) = (z,y) = (¢(u,v),¥(u,v)) una funcién que manda de manera inyectiva
los puntos (u,v) de la region R', en los puntos (z,y) de la region R del plano XY. Supdngase que F es
de clase C* y que la derivada F'(u,v) es una matriz inversible para todo (u,v) € R'. Entonces se tiene
la formula de cambio de variables en integrales dobles

//Rf(QC,y)d:z:dy:/ le(d)(u,v),qj;(u’v))‘M

3w, ) dudv

Ejemplo Se quiere calcular la integral de la funcién f(x,y) = =+ y + 1 sobre la region limitada por las
rectasy—z=1,y—z=—-1,y+ox=1, y+x=2

y—x=1

Solucién con integrales dobles

Para ello vamos a dividir a la region en 3 subregiones y cada una de ellas vamos a calcularla de
manera independiente, para despues sumar los resultados. Tenemos entonces que

y—x=1
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Unidad 1 Integrales Multiples 1.7 Teorema de Cambio de Variables

Para la region verde

1
OSxS§ l—z<y<l+ux

. la integral [ [, f(x,y)dA se convierte en

1+m l
/ / +y+1dydm—/ xy+—+y|1+$dx_
1 0

2

1

AQm(l—O—.r)(lJ;I)Q—i-(l—!—JJ)— (x(l—x)+(1$)2+(1—x)) :/é4x+2x2dx:

2 0
203 |1 7
202 + |2 = —
T T

Para la region azul

- la integral [ [ f(z,y)dA se convierte en

1
// (z+y+1 dydzf/ xy+y—+y|2 Tdr =
1 1

1 2
2

/;x(Q—m)(Q;x)-i'@—x)—( (1—x)+(1‘23’>2+(1_$>>:/115dx:5
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Unidad 1 Integrales Miltiples

1.7 Teorema de Cambio de Variables

Para la regién roja

3
1< < =
_1'_2

- la integral [ [, f(z,y)dA se convierte en

3
2

ﬂgx@—xﬂQMQ

2—x
/ / (z +y+ 1)dydr =
—1+x

+(2—2)— (.T,(—1+.77)+

—2x3

3
- el valor de la integral [ [} f(x,y)dA es:

% l+x 1 22—z 5&
/ / (x+y+ l)dydx—k/ / (x+y+ 1)dydx+/ /
JO Jl1—x % 1—x 1 .

/ Ty +
1

y2

2

(=1+2)?

2

r—1<y<2—x

2—x
+y Llimdaj =

+(—1+g¢)) =/ —2z% + 5(1;17:
1

2—x

- 7.5 2 5
€T ]_dd/’:— —_ e
(z+y+1)dydx BTat3 =3

1+x 2

Solucién con cambio de variables Se quiere calcular la integral de la funcion f(x,y) = x +y + 1
sobre la region limitada por lasrectas y—z =1, y—x =1, y+ax =1, y+x =2 y tomemos las

variablesu=y—x , v=y+x

haciendo el cambio de variables

Ox

Lo bv—u y:v—i—u ‘a(aj,y) _ du
2 2 O(u,v) Ox

)

R

Y)

v —u v+ U
dudv—//l( 5 + 7

N =

N

N~ N

dudv

1
1) ==
o)l
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Unidad 1 Integrales Multiples 1.7 Teorema de Cambio de Variables

y-x=-1
T
] G54
F
<7

@ -1 1 (H
¥+ ao=2

5]

[’y

y+x=1

1 [t 1t (v+1)2
Z 1 [ AL
2/_1/1(114- Ydvdu 2/_1 5

Ejemplo Calcular la integral de la funcion f(x,y) = x?y? sobre la regién R limitada por las hipérbolas
equilateras

2 1

1 —

usando la transformacion

ﬂmm:( iymo donde x:vg y = Vv

Solucién La region de integracion es:

U
T=4/—, Yy=Vvuw = u=azay v="1
v x
por lo que necesitamos los puntos de intersecciéon
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Unidad 1 Integrales Miltiples

1
y== y=3x
39 . V2
xX=—
P I— y=; = V3
y=3x —3\/_2
1 1 24 y= 3
— X =—
y=3x y=\/§ ¥ /
1 s
y=— X=\/7 — // y_Z
xl 1 ==
y== ekt :
2 ~
0
0 1 i 3
2
Yy=21 x=2
X
=>y 1
vamos ahora a transformar esos puntos, tenemos que
_ 1
73 - u=xy=1
y=v3 v==2=3

(m:2>:><u::vy:2>
1
y:]_ ’U:%:§
y=3 . v==2=3
39 4
24
; / s
| 5
D il
.
0 T 1 0
1 2 3 0 1 2 3
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Unidad 1 Integrales Multiples 1.7 Teorema de Cambio de Variables

ahora aplicamos la transformacion a la funcién

u2

2.2 T
ey =2y = _ = w5

para el Jacobiano de la transformaciéon

9z Oz 1 -4+ _1,3.3
g[S
u v 3 (%) 2 (%) v
finalmente integramos sobre la regién transformada
2 032
U 7
/1 A %dvdu = 61n(6)
2
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