Unidad 5 Convergencia Uniforme 5.1 Propiedades de la convergencia uniforme

Ejemplo Sea {f,} la sucesion definida en [0, 1] por
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en este caso
lim f,(z) = lim {z =1
n—oo n—oo
por otro lado
fa(0)=Y0=0 = lim f,(0)=0

de manera que
. _JO s z=0
nlinéof"(x)_{l si 0<z<1

como el valor del limite depende de x entonces no hay convergencia uniforme.

Ejemplo Sea {f,} la sucesion definida en [0, 1] por
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En este caso

D a={,0 o 158
- St TS 5 — Y, _~F >5
fl(x)_{arl si x>1 S
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Unidad 5 Convergencia Uniforme 5.1 Propiedades de la convergencia uniforme

en este caso
lim f,(x) =0, en [a,b]
n—oo
Ademaés sabemos que V a,b € R existe ng € N tal que ng > b por lo que si n > ng entonces
[fule) =0 =0—0]=0<c

como el valor del limite no depende de x entonces hay convergencia uniforme en [a, b].

Propiedades de la Convergencia Uniforme.

Propiedad 1 Supongamos que f,(z) — f(x) uniformemente en I. Si f,, es acotada en I (para cada n),
demostrar que existe una constante M tal que

|[fu(@) <M, ¥n, Yae I
y que f es acotada en I

Demostracion. Dado € > 0 existe ng tal que para todo n > ng se tiene
[fn(x) = f(x)] <€, Vo el

es decir
|ful@)| < |f(x)|+e, VYo el

y también
If ()] < |fu(2)|+e, Yo €I

Sea M, una cota de f, en I, entonces

|f(x)] < Mo+e€, Vo el
ahora bien consideremos M; una cota para f; en I, sea

M = méx{My,..., My + €}

y estd M es una cota para f en I O
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Unidad 5 Convergencia Uniforme 5.1 Propiedades de la convergencia uniforme

1 _ n
Ejemplo Dada la sucesion f,(z) = 1 T en [0,1) se tiene
—x
fil@) = =2
folz) = 12
u P 1—z*
4 f4(=]7) -
" (o 1-2°
f5(‘L) T 1—x
3 Para cada n, se tiene
L—am 2 n—1
] fal@) = T =14 o a4 ko <
Pero
1 ; T T ; ] 1
0 02 o4 08 08 1 Fulz) = - . en [0,1)

y como la funcién limite no es acotada en [0,1), la convergencia no es uniforme
Ejemplo Sea {f,} la sucesion definida por

—nx+1 si 0<
x

fle) = { T

En este caso

x
>

R AR

0 st x>1
=50 527
ey = {7 0 0SS

s =TT DR

es una sucesion de funciones definida en [0, +00) que converge puntualmente a la funcion f definida
por
1 si z=0
f(x)_{o si x#0

Observamos que las funciones f,, son todas continuas, mientras que el limite puntual f no lo es
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Unidad 5 Convergencia Uniforme 5.1 Propiedades de la convergencia uniforme

Ejemplo Sea {f,} la sucesion definida por

En este caso

Jfi(z) =sen x

sen 4x

fa(z) =

sen 9z

f3(z) 3

sen 16x
falz) = —

Observamos que la sucesion de funciones converge puntualmente a la funcion cero, cada funcién f,

es derivable, con derivada f/(x) = ncos(n?(z)). La sucesion de derivadas no tiene limite finito en
todos los puntos, por ejemplo no lo tiene en x = 0

Ejemplo Sea {f,} la sucesion definida en [0, 1] por
fn(z) = n?z(1 — )"

En este caso

fi(z) = 2(1 — z?)

fo(z) = 2%2(1 — 2)?

f4(1‘) = 42T(1 o 5152)4

o . f5(2)

521'(1 — :L'2)5
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Unidad 5 Convergencia Uniforme

5.1 Propiedades de la convergencia uniforme

Observamos que

lim n2z(1 —2?)" =0

n—oo

Mientras que la sucesién de integrales

/Olfl(x) da:/olx(lx) dm:i, /Olfg(x) dx/()14x(1:17)2 dx:% /Olfg(:r) dm/OIQx(lx)?’d:z:

lim. (/01 (n®z(1 —2%)") dx)

lfm </01 (n?z(1 —2?)") dx> £ /01( lim n?z(1 — 2?)") dx

de donde

es decir

n—oo

7 n2
= lim — =
n—o00 2(n + 1)

n—oo

Teorema 1. Sea {f,} una sucesion de funciones continuas en [a,b] entonces
(i) Si fn — f uniformemente en [a,b], entonces f es continua

(11)Si fn, — [ uniformemente en [a,b], entonces
b

n— oo a

b
lim [ fu(z) dz = / f(z) da

Demostracion. Para (i) se tiene que f, — f uniformemente en [a,b] por lo que V € > 0 existe n. tal que

si n > n. entonces

@) = f@)| < 5 Vo)

Ahora bien como cada término f,(z) es continua en [a, b] se tiene que para xg € [a, b] existe § > 0 tal que

[z =0l <6 = |fale) = fulao)| <

por lo tanto para todo x tal que |z — zg| < § se tiene

|f(x) = f(@o)| = [f (@) = fulz) + fu(x) + fulzo) — falzo) — f(0)]
<f(@) = ful@)[ + [fal@) = ful@o)| + [flz0) = f(20)]

€ € €
<gtgtg=c¢

3 3 3
por lo tanto f es continua en [a, b]

Para (ii) se tiene que f, — f uniformemente en [a,b] por lo que V € > 0 existe n. tal que si n > n.

entonces

Falt) = FO] < 7 Ve [al]

y definimos {g,(x)} como

gn(x):/xfn(t) dt sizclab]

y ponemos

glw) = / " 50

dt
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Unidad 5 Convergencia Uniforme 5.1 Propiedades de la convergencia uniforme

Vamos a probar que g,(x) — g(z) para todo = € [a,b]. En este caso si « € [a,b] y n > n. se tiene

/:(f() dt’ /|fn _ |dt</—dt—e

por lo que g,(z) — g(z) O

|9n () — g()] =

Teorema 2. Supdngase que {f,} es una sucesion de funciones derivables sobre [a,b], y que {f,} converja
uniformemente sobre [a,b] hacia alguna funcion continua g. Entonces f es derivable y

f'(z) = lim f)(x)

n—oo

[ o=t [ 5
= nh_)n;o(fn(l‘) — fu(a))
= f(z) = f(a)

Demostracion. tenemos que

como g es continua, se tiene

/ 1z

fi(z) =g(a) = lim_f,(z)
para todo z € [a, b] O
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