Unidad 5 Convergencia Uniforme 5.1 Series de funciones

Teorema 1. Criterio de Cauchy para Convergencia Uniforme de series de funciones.
o0

Una serie de funciones g {fn} definidas en en un intervalo I, converge uniformemente en I si y solo si

n=1
n+p
Ve>0, exists ng tal que ¥ n > ny, Z fr@)|<e Vazel
k=n+1
o0
Demostracion. (=) Supongamos que Z{ fn} es uniformemente convergente hacia una funcén f(x) y sea
n=1

{Sn(x)} una sucesion de sumas parciales de esta serie. Se tiene entonces que
lim S,(z) = f(x), Yae I

n—oo

esto es V € > 0 existe ng tal que V n > ng se cumple
€
[Suz) = F(2)] < 3

de manera que

m n n+p n
Do fu@) =Y ful@)| = D ful@) =Y fulw)
k=1 k=1 k=1 k=1
n+p
=1 > filw)
k=n+1

< [Sm = () + [ f(2) — Sl
<€ €
22" ¢
(<) Supongamos que dado € > 0 existe ng tal que V n > ng se cumple

n+p

> frlx)

k=n+1

<e€

Sean m,n > ng. Sin perdida de generalidad asumimos que m > n y m = n + p para alguna p € N. Se
tiene entonces

n+p n n+p
S = Sl = Y fr(@) =Y @) = | D fulw)| <e
k=1 k=1 k=n+1

por lo que la sucesion de funciones {S,(z)} converge uniformemente por el criterio de Cauchy para
sucesiones de funciones, por lo tanto

o0

> falx)

k=1
converge uniformemente O
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Unidad 5 Convergencia Uniforme 5.1 Series de funciones

Ejemplo Dada la serie de funciones
o0

> i
1 2
= n(l+ na?)
vamos a comprobar usando el criterio de Cauchy para series de funciones que converge uniforme-
mente, en este caso se tiene
n
Z k(1 kmz
k=1 +

por lo que
Sm(x) — Sy
[Sim (@) = Sn(2)] kz:kzlJrkx? kz:k1+kx2
>
2
W k(1 + kx?)
Ahora bien
m m
> 51 2w wes
‘. k(1 + km W k(1 + kx
Por otro lado
T < T 1 . i
k(1 + kx?)| — | k(kx?) k(l—i—kx) <~ n?
z€[1,00)
si hacemos L < n se tiene que
m— (n+1)
1 e
n2 m—(n+1)
y llamamos ng = L, se tiene que para n > ng
m—(n+1)
- x € €
Z + e — =€
W k(1 + ka?) —(n+1) m—(n+1)

m—(n+1) términos
y por lo tanto
<€

2 k(1 + ka?)

k=n-+1

y en consecuencia por el criterio de Cauchy la serie de funciones

Z n(1 + na?)

n=1

converge uniformente para x € [1,00)
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Unidad 5 Convergencia Uniforme 5.1 Series de funciones

oo

Teorema 2. Seaq an uniformemente convergente hacia f sobre [a,b]. Si cada f,, es continua sobre
n=1
[a,b], entonces f es continua sobre [a, b

Demostracion. Si cada f, es continua, entonces también lo es fi + fo + -+ f, v f es la funcion limite
de la sucesion

fu, it fa, fi+ fat fa, e,

por lo que segin el teorema anterior f debe ser continua. O
oo

Teorema 3. Sea Z fn uniformemente convergente hacia f sobre [a,b]. Si f y cada f, son integrables
n=1

sobre [a,b], entonces

/abfzi '

n=174a

Demostracion. Puesto que f1, fi + fo, f1 + fo + f3, ..., converge uniformemente hacia f, se tiene

/abfznlingo/ab(ﬁ+f2+f3+..._,_fn)

= lim </abf1+ :f2+~-~+/:fn>

0o b
—nz_jl/afn

O
oo
Teorema 4. Sea Zf{l uniformemente convergente hacia alguna funcién continua f sobre [a,b], y si
- n=1
Z fn converge (puntualmente) hacia f sobre [a,b] entonces
n=1

fl@)=> fr, Yaelab)
n=1

Demostracion. Como cada funcion fi +. ..+ f,, es derivable, con derivada f{+...+ f) v f1, f1+ f5, fi+
4+ f4, ..., converge por hipotesis uniformemente hacia una funcion continua. Se tiene

fi@) = T [fi+...+ f;]
=> f
n=1

O
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Unidad 5 Convergencia Uniforme

5.1 Series de funciones

Ejemplo Sea {z} la distancia al entero mas proximo (la grafica f(x) = {z}) se puede ver

3+ f(x) = ix]

Definimos ahora

fal) = o (20}

un ejemplo de como pueden verse f1, fo v f1 + fo se puede ver

filx) =

12x}

fi+ /e

' 5 5
fa(x) = }}4x} Loog

1 1

_*_}T

y la grafica para fi1 + f2, fi + fo+ f3 ¥y fi + fo + f3 + fa se verian mas o menos asi

it

Ny

fa

fit+ fe

/2

hH

i+ fe+ i+ /o

VR NIE A
Sulx) = dyi1ox}

e

Vamos a considerar ahora la sucesion de funciones

y en este caso se tiene que

por lo tanto

1

fulw) = 35 (107}

1
/(@) <=, Vaoel

107
=1 1
E — {107z} < —
107 107
n=1 n=1
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Unidad 5 Convergencia Uniforme 5.1 Series de funciones

donde esta ultima converge. Por lo que segtn el criterio M de Weierstrass

o0

> 10n{ 0"}

n=1

converge uniformemente y al ser cada f,,(x) continua, se tiene entonces que la funcion

o

fla) = 3 m {1070

n=1

es también continua.
Vamos a ver que la funcion limite no es derivable en ningtn punto. para ello consideraremos una
sucesion {h,,} que tienda a cero, para la cual

m—so0o hom,

no existe.
Si 0 < a <1 consideramos su desarrollo decimal

a=0.a102a3 ... 0y, ...
hacemos

o[0T sioa, £ 469
mE\-10" si oy, = 469

nos vamos a fijar en la derivada en el punto a, tenemos entonces que

fla+hn)—fla) = 1 {10"(a+ hy)} —{10"a}
B, =2 10m +10—™

n=1

_Zlom " ({10™(a + hy)} — {10%a})

n=1

Zlom " ({10"a + 10" %, } — {10™a})

i 10" ({10"a + 10" (="} — {10"a})

NP,

n>m = 107(x 10-m)ez =1
=0
Por otra parte si n < m se tiene que
.al as e Q... = a
Jr

0 0 ... Al..—  h, (1)
0a; ax ... ap=*xl...= a+h,
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Unidad 5 Convergencia Uniforme 5.1 Series de funciones

por lo que el término 10™(a + h,,) se puede escribir
10™(a 4+ hym) = entero + 0.ap110n 420543 .. Gm = 1...
y el término 10™a se puede escribir
10"a = entero + 0.Gp410p4+200+3 -+« Gm - - -
suponiendo que

1
0.an+1an+2an+3 e Qe e S §

se tiene entonces

0.0n+10n4+20n43 ... Gy £ 1... <

DN =

en cuyo caso
{10™(a + hp)} — {10"a} = + 10"~

por lo tanto
10m7" ({10™(a + hp)} — {10"a}) = 10™7" (:t 10"—7n)
=+1

por lo tanto
f(a+hm) _f(a>
B,
es la suma de niimeros que son 1 6 -1 y en consecuencia la sucesién de cocientes no puede converger,
la gréafica se ve mas o menos asi

03
024
0.1
0 . T . T i
0 0.1 02 03 04 05
# Facultad de Ciencias UNAM Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz

Calculo Diferencial e Integral IV 6



