Unidad 1 Integrales Multiples 1.13 Derivaciéon bajo el signo de integral

Teorema 1. Teorema de Leibniz Sea f : [a,b] X [¢,d] C R? — R una funcién continua y sean
a, B [a,b] = R funciones derivables tales que

alx) B

0
supongamos que a—f existe y es continua en el conjunto
T
T ={(z,y)R* | a(z) <y < B(z), « € [a,b]}
entonces

B(x)
F(z) = / L T dy

existe es derivable ¥ y € [c,d] y

5@ §f(p
F'(z) = /a(x) W dy + f(x, B(x))B'(x) — f(z,a(z))e (z)

Demostracion. Sea xy € [a, b] entonces podemos escribir
B(z) a(zo) B(zo) B(z)
F(l‘)Z/ fz,y) dy:/ fx,y) dy+/ fa,y) dy+/ fz,y) dy
a(z) a(z) a(zo) B(zo)
y se tiene que

a(zo) B(zo) B(zo)
Flxy) = / f(zoy) dy + / f(xo.y) dy + / F(x0,y) dy
a(zo) a(zo) B(zo)
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e ey Bxo) e
Jaoo FEy dy = [ fey)dy + [ S fxy)dy + 5 f(xy) dy

A

\

a(xy) B(xo)

a/ d

-

<« at) B

hacemos el cociente

. a(xo) B(wo) , ()
Flo) = Flao) __1 / [z, y) d?/+/ f&9) = eo,y) dy + 733_1% / fa,y) dy

T — Xg T =120 Ja(z) a(zo) T — Zo B(zo)

tenemos que

1 @) a(z) — a(xg)
— X dy= —————"2f(z,T T = —d(x T
| Se = T ) 7 e o) o) < o't afe0))
x o
o) f(x,y) = flxoy) [P 0f(x,y)
dy = dy
a(zo) T =% z—30 a(zo) O
e " ) dy = PP 2 e ), 8] = B (w0) o Blao))
37_1:(),5(330)' T,y)ay = T — o J Ly b L L0/, DAL ; 0)\J \L0, 0
T—xo
al sumar lo anterior se obtiene el resultado
Ejemplo Dada la funcion
xT
F(x) :/ sen(zy) dy
0
calcular F'(x)
Solucién En este caso hacemos
f(z,y) = sen(zy)
a(z) =0, Plr)=2
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y segun la férmula de Leibniz
oF 0 z
B o sen(zy) dy
0

o
= / ( sen(xy)) dy—0 -sen(z-0) + (1)f(z,x)
0 Ox N———— N————
o' (z) f(z,ofx)) B (z)f(z,8(x))

xT
= / ycos(xy) dy + sen(x?)
0

Ejemplo A partir del resultado

/1 dz 1 ; (3:) ‘1 0
=—arctan (= )| = —
0o #2+a? o« a’/lo 4a

calcular las siguientes integrales

o [ wrap Y [ wiey

Solucién Para el inciso a se tiene derivando la integral segin la regla de Leibniz

/1 dx T
o r2+a?  da
d ¢ dx d /7
- da</0 x2+a2>da(4a)
¢ 9 1 d /7
Y ) = 2 (L
~ /0 Oa (1:2—|—a2> ¥ da <4a>
2 1 B —2a
da \x2+a?) (22 + a?)2

i(i)__L
da \4a/) ~  4a2

Tenemos que

por otro lado para 5(z) = a se tiene

1 1 1
fla,z) = Zra = fla,B(x)) = i 22
por lo tanto
1 1
f(x,ﬁ(x)),@'(l‘) = ﬁ(a)’ = %2
y para a(z) = 0 se tiene
f(a,2) = 5 = fla,a(@) = 5 (0) = (0) =0
’ 7132_1_0/2 ? 702_’_&2 70/2 -
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por lo tanto

tenemos entonces que

/“ —2a d 4 1 T N /a dx 247
—_— m — T — P—
o (224 a?)? 2a2 4a? o (224 a?)? 8a3

Para el inciso b se tiene al derivar lo anterior

d /a dx d (247 /“ —4a 1 3(2+m) /a dx
dr \Jy (224 a?)? dx \ 8a? o (224 a?)3 4a? 8a* o (224 a?)3
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