Unidad 4 Teoremas Integrales

4.7 Aplicaciones del Teorema de la Divergencia

Campos Solenoides I

Considere el campo

definido en R? — {0}.
Una masa M situada en el origen de R? ejerce una fuerza de magnitud

GmM

r3

dirigida hacia el origen sobre una masa m colocada en el punto r=(x,y,z).
G es una constante gravitatoria cuyo valor depende de las unidades de medida y

r=|rl]| = &2 +y? + 22

Si —— es el vector unitario dirigido hacia el origen, entonces podemos escribir el campo de fuerzas
r

GmMr
F(:Ev Y, Z) = - 3
r
Ejercicio Calcule la divergencia de
GmMr
F(1‘7 Y, Z) = 7,3

Solucién En este caso

. GmMr . r
div < = > = —GmMdiv (773)

)

—dio (% y 1)
(@2 + 9% +22)3 " (22 + 92 +22)F (22 +y% +22)3

0 y 0 z 0 T
ox (x2—|—y2—|—22)§ ay (x2—|—y2+22)§ 0z (J;2+y2—|—22)§
Lt yP 422322 2t yP+ 22 -3y a? oyt 4 2% — 322

(2 +y% +22)3 (22 + % + 22)3 (z2 4y + 22)3
=0
Ejercicio Calcule el rotacional de
GmMr
F(l‘, y, Z) =5 77‘73

en este caso
(oo (rrrn) = (@ryrar) o () 2

rtF=\—|\———5 "5\ =) 5|\ ——=5 )+t
Iy \(@?+y?+22)8) 02 \(@2+y?+22)8) 0 0w \(@2+y2+22)8) 02 \(

i () o ()
POz \(22+y2+22)7/) Oy \ (a2 +y2 +22)3
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Unidad 4 Teoremas Integrales 4.7 Aplicaciones del Teorema de la Divergencia

( —3zy 32y —3zx 3zx —3yx 3zy
(22 + 924+ 22)2 (2242 +22)2 (a2 +y2422)2 (22 +y2+22)2 (a2 +y2+22)2 (22 +y2 4 22)2
=(0,0,0)

Ahora consideremos una esfera S con centro en el origen y radio r > 0 la cual podemos parametrizar
o(u,v) = (rcos usen v,rsen usen v,rcos v)

donde u € [0, 27], v € [0, 7] por lo que

//SF(¢(u,v))~Nds

= —GmM// (—2) (cos usen v,sen usen v,cos v)-(—r?sen v(cos usen v,sen usen v,cos v)) ds
s \T

27 s
= —GmM/ / —sen v dv du
0 0

= —GmM (—4r)

Ahora bien, ya vimos que div F' = 0 por lo que si existiera un campo G tal que rot G = F' se

tendria
//G~Nd3://r0tF-Nds:0
S s

lo cual no puede ocurrir, por lo que no puede existir un campo G tal que rot G = F, por lo que la
condicion div F' = 0 es necesaria pero no suficente, es decir no todo campo que cumpla div F =0
es campo solenoidal.

Teorema de la Divergencia

Teorema 1. Sea W una region sélida limitada o acotada por una superficie cerrada S = Fr(W), orien-
tada por un vector unitario normal dirigido hacia el exterior de W. si F es un campo vectorial cuyas
funciones componentes tienen derivadas parciales continuas en () entonces

S, Orientada por un
‘ vector unitario normal dirigidc
S,: Orientada por un
vector unitario normal dirigid
S\

//SF-NdA:///W div F dv
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Unidad 4 Teoremas Integrales 4.7 Aplicaciones del Teorema de la Divergencia

Funciones Armonicas

Definicién 1. Se dice que una funcion f(z,y,z) es armdnica en una region D en el espacio, si satisface

82 9? 9?

2

=—+—+—-——==0
Vef=V-Vf +8y +8z

en toda D.

Ejercicio Suponga que f es una funcién armonica en toda una regién D acotada y encerrada por una
superficie suave S, y que N es el vector normal unitario escogido sobre S. Demuestre que

//SVf~NdA:0, b) //Sfo-NdA:///||Vf||2dV

Solucién a) Por el teorema de la divergencia

//Svf.NdA:///DV.VfdV:///DVQde:///DOdV:O

Solucién b) Por el teorema de la divergencia

//Sfo-NdA:///DVijdV
ahora bien

9= (150 1) = v = (g ) (T £ 13 ) -

oz’ oy’ Oz
o%f  [of a2f of 02 ar\>
e N e R N e N R e R

por lo tanto

//Sfo-NdA:///DV-fodV:///DfV2f+Vf|2dea:n:/;ica///D|Vf2dv
Identidades de Green '

Ejercicio Suponga que f y g son funciones escalares con primeras y segundas derivadas parciales conti-

dg . ..
nuas en toda una regiéon Q cerrada y acotada por una superficie S suave, y que 81{/' 87]% indican
las derivadas direccionales de f y g respectivamente en direccién de la normal unitaria exterior N a

una superficie cerrada S. esto es

of dg
av = VI N gy =V N
Demuestre que
w7
—— ds = Vef dv
| o j
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Unidad 4 Teoremas Integrales 4.7 Aplicaciones del Teorema de la Divergencia

Demostracion. En este caso se tiene

[[ 2L [vrna
= S L

Teorema+de la
Divergencia

:///szfdv

O
Ejercicio Demuestre que
/ 8f ds =0, siempre que [ sea armoénica
ON = pre q
Demostracion. En este caso se tiene
=]
—— ds = V f-Nds
/Lm S
/// div(V f)
Teorema+de la
Divergencia
= / / / V2f dv
/ / / 0dv=0
Ny
f arménica
O

Teorema 2. Primera formula de Green Suponga que fy g son funciones escalares con primeras y sequndas
derivadas parciales continuas en toda una region Q cerrada y acotada por una superficie S suave. Se tiene

entonces que
//D(fvg).NdA///Q(fv2g+Vf.vg)dv

Demostracion. Por el teorema de la divergencia

//ngNdA ///dwngdV ///v (/Vg) dV = /// ( (9g7 gg>dv
IR R ] 02)-508)- ()
[ (5 S st et S -
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92 2
g 99 0f dg 0f0dg Of 0g /// )
9.2 T 9.2 T 9.2 dV =
///( (3562 +32>+<8z5‘$+8y8y 9z 0z fVig+Vf. Vg)
Teorema 3. Sequnda formula de Green Si fy g son funciones continuamente diferenciables de clase C?,

entonces
J [uva—ovn-vaa= [ [ [ 49i-gvip) av

Demostracion. Segun el teorema anterior

//D(fvg)-NdA:///Q(fv29+Vf~vg)dv

si intercambiamos las funciones f y g

//D(gi).NdA///Q(gv2f+vg.vf)dv

A la primera expresion le restamos la segunda

| [ven-gvnvas= [ [ /Q (192 +9F Vg~ (67 +9g-vp)av = [ [ /Q (/Y% — (gV2f)) aV

O

O

Ejercicio Suponga que f y g son funciones escalares con primeras y segundas derivadas parciales conti-

0 0
nuas en toda una region Q cerrada y acotada por una superficie S suave, y que 87]]\07 8—]‘% indican

las derivadas direccionales de f y g respectivamente en direccién de la normal unitaria exterior N a
una superficie cerrada S. esto es

of _ 99 _
oy — VN gy Ve N

// fg // ——ds, si fy g sonambas armoénicas
s

Demostracion. En este caso
//fag ds—//ng-Nds
s

=[] uvesvivoa

Teorema de la
Divergencia

= [[[vrvem

g armoénica

Demuestre que
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Unidad 4 Teoremas Integrales 4.7 Aplicaciones del Teorema de la Divergencia
conmutatnndad

///Vgim

= [ evreve v
f arménica
[/ Joa

Ejercicio Demuestre que

1 of
O
W=E8vor ) s ov
donde V' (t) es una esfera de radio t y centro a, S(t) la superficie de V(¢) y |V (¢)| es el volumen de
Vi(#)
af /
ds = V f- Nds
/ s@) ON S@)

/// div (V f) d
// V2f dv
w(t)

= V(o) vol(w(t))

Teorema del valor

Solucién En este caso

promedio
por lo tanto
/ / O 45 = 92 f(20) vol(w(t))
of 2
= UOZ / S(t) 6N ds =V f( )

en consecuencia
1i ds = V?
150 vol(w(t)) vol / /S(t = Vi@

Ejercicio Sea W una regién en R? cuya frontera es una superficie cerrada S y N la normal unitaria
exterior a S. Sean F y G dos campos vectoriales derivables con continuidad tales que

rot F=rot G, divF=divG, G- N=F- N

en toda la superficie. Demostrar que F' = G en todo W
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Solucién Se tiene que

rot F=rot G = rot F—rot G=0 = rot(F—G)=0

también

divF=divG = divF—-divG=0 = div(F-G)=0

de lo anterior se tiene que existe un campo escalar ¢ tal que F'— G = Vo

Por otro lado

[ ][ welrao= [ [ ovexas
://S<p(F—G)-Nds
://S(<pF~N—<pG-N)d8
://SodS:o

de donde se deduce ||[Vipl||? = 0y por tanto ||[Vep|| = 0 es decir Vi = 0 en consecuencia F — G = 0

yF=G
Ejercicio Un campo escalar ¢ tiene la propiedad

[Voll> =4, div (¢ V ¢)=10p

f Joaw

Calcular la integral de superficie

0]
donde S es la superficie de la esfera unitaria con centro en el origen, y (’“)7;\0/'

de ¢ en la direccién de la normal unitaria exterior S.

//Wd—//v@-Nds
ST

Teoremadela
Divergencia

:/// div V¢ dv
w

Solucién En este caso

es la derivada direccional

Sabemos que div (¢ V ¢) = A ¢+ ||V ¢||? por lo que segin las hipotesis

10 p=pA p+4p

= Ap=6

Calculo Diferencial e Integral IV
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de manera que

e
offf -
()

= 8w
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