Unidad 1 Integrales Multiples 1.4 Conjuntos de medida cero

Funciones discontinuas en un nimero finito de puntos que son integrables

Supéngase que se tiene una funciéon f : R ¢ R — R que es discontinua en una cantidad finita de puntos

7

]
R

Puntos de discontinuidad

En este caso se tiene que

R =a,b] X [¢,d]

y tenemos las siguientes particiones
P=Pgy ={r1,..., 20}
Q=Peag=1{y1,--,ym}
Por lo que una particién del rectangulo R seria
PP=PxQ

Queremos ver que se cumple

?(f’P')_ﬁ(f’Pl)<€

en este caso

S(f,P")—-S(f,P') = ZZ(MZ —my;) A(Rij)
i=1 j=1
= Z Z(Mz —mi;) A(Ryj) + Z Z(Mij —m;j)A(R;j)

Subrectangulos que cubren las finitas discontinuidades  Subrectangulos donde f es continua

< ZZ(MM —mi;)A(Rijz) +§

i=1 j=1

Subrectangulos que cubren las finitas discontinuidades
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Unidad 1 Integrales Multiples 1.4 Conjuntos de medida cero

Para el primer sumando de la expresién anterior

> (Mij —mi)A(Rij) < > > (M —m)A(R;j)

n m n m
=1j=1 i=1j=1

7

donde M = sup{f(z,y)} y m = inf{f(z,y)}

n m

= (M —m)) > A(Ry)

i=1j=1
ahora bien para las areas A(R;;) tenemos que para la particion P

[”“‘ ) z\/M*—fmm”” - 2\/M7\—[m\/ﬁ]

por lo que la longitud del i-ésimo intervalo es

)

Para la particién Q

{yf ) 2\/%\/%’%‘ ’ 2\/M7\—[m\/ﬁ]

por lo que la longitud de j-ésimo subintervalo es

Grre=s)

de manera que el area de i-ésimo rectangulo es:

<2¢Mi—fmm> (wﬂffmm) - 2n<Me —m)

al ser finito el nimero de puntos donde f es discontinua las areas de los subrectangulos que los contienen
se sumaran n-veces

(M—m);;A(Rij) = (M —m);A(Rk) = (O —mpng s =
Por lo que
DD (Miy = mij) A(Rij) -5

Subrectangulos que cubren las finitas discontinuidades
< € + €
— — =c
2 2

en consecuencia la funcion con un nimero finito de discontinuidades es integrable El proceso anterior se
puede generalizar a funciones f: R C R™ — R con un nimero finito de discontinuidades
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Unidad 1 Integrales Multiples 1.4 Conjuntos de medida cero

Definicién 1. Un subconjunto A de R™ tiene contenido cero si para cada € > 0 existe un recubrimiento
finito {U1,Us, ...,U,} de A por rectingulos tales que

segun la definicion anterior y nuestra construccion se tiene el siguiente resultado

Teorema 1. Sea R un rectingulo cerrado y f : R C R™ — R una funcion acotada.
Sea B={x€R|f no es continua en z} entonces si B es un conjunto de contenido cero f es
integrable

Ahora bien el si ahora se tiene que la funcion f es discontinua en una cantidad infinita numerable de
puntos, el proceso para ver que es integrable seria

g(fvp ) § ZZ mzy (sz)
=1 j=1
< ;(M — m)A(R) + 2 Zl — mi;)A(R;j)

Subrectangulos que cubren las infinitas discontinuidades  Subrectangulos donde f es continua

oo

< 3 (M — m)A(R) +§

i=1

Subrectangulos que cubren las infinitas discontinuidades

Para el primer sumando de la expresién anterior

infty infty
Z (M —m)A(R) = (M —n) Z (M —m)A(R)

donde M = sup{f(x,y)} y m = inf{f(z,y)}

n m

= (M —m) ZZA(Rij)

i=1 j=1
ahora bien para las areas A(R) tenemos que para la particion P

sl sl
CooVRRRL AT — 0 oVRRR2 BT — 1

por lo que la longitud del k-ésimo intervalo es
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Para la particién Q

b e e
TooVRkR AT — 0T Vo2 — 1

por lo que la longitud del k-ésimo intervalo es

de manera que el area de k-ésimo rectangulo es:

(=) () = v

al ser infinito el nimero de puntos donde f es discontinua las areas de los subrectangulos que los contienen
se sumaran

o0 o0 o0 € oo €
(M —m)> AR) = m) > A(Ry) = (M - m)ziﬁ“‘l(M—n) = s
i=1 k=1 k=1 k=1
Se tiene
€
S (z )
k=1 k=1
-(5) 1Y gy L2200 e
“\2/\2/) b0 11 2
Por lo que

Subrectangulos que cubren las infinitas discontinuidades

<€+€_
93~ ¢

en consecuencia la funcién con un nimero infinito numerable de discontinuidades es integrable

Definicién 2. Un subconjunto A C R" tiene medida cero si para cada € > 0 existe un recubrimiento
{U1,Us,...} de A por rectingulos tales que

AC UUi Y ZU(U1)<€
i=1 i=1

Teorema 2. Sea R un rectingulo cerrado y f : R C R™ — R una funcion acotada.
Sea B={x € R|f no es continua en =z} entonces si B es un conjunto de medida cero f es
integrable
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