Unidad 1 Integrales Multiples 1.4 Conjuntos Jordan-Medibles

Medida de Jordan '

Ejercicio Sea A C R2, un conjunto acotado, vamos a mostrar como se puede encontrar un rectangulo
R C R? tal que

ACR

Solucién Como A es acotado entonces V (z,y) € A se tiene ||(z,y)|| < K p.ak >0y seaxy € A
consideremos la bola
B(JT(), k)

Z

se tiene entonces que V (z,y) € B(xo, k) se cumple que

||(£L’,y) - (manO)H <k

de lo anterior se tiene
|z —wo| <k y |y—wol<k

por lo que
—k<z—x29<k y —k<y—yo <k
= —kt+xo<z<k+zy y —k+tyw<y<k+uy
= ze(—k+zo,k+z) y ye(—k+yo,k+yo)
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de manera que el rectangulo
[k + 20, k + x0] X [~k + yo, k + yo]
satisface que V (z,y) € A entonces (z,y) € R

Z

Yo~k Yotk
xO—k - '/‘Y'
)
/ A X0
x0+k;( c
X

Definicién 1. Dado A C R™ acotado, definimos x4 : R — R, la funcion caracteristica de A, de la

{1 si zeA
XA = .

siguiente forma

0 si x¢ A

Dado A C R™ acotado, decimos que A es Jordan Medible si la funcidn caracteristica de A es integrable
sobre algun rectingulo R que contenga a A. En este caso decimos que la medida de Jordan de A (que
denotaremos J(A)) esta dada por
)= [ xa
R
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Ejemplo Sean a,b ntimeros positivos y

b

En este caso A es un triangulo de base a y altura b. Mostraremos que A es Jordan-Medible en R?,

: ab
y que su medida es %’

Demostracion. Tomemos el rectangulo R = {(z,y) € R%|0 < 2 < a,0 <y < b} =[0,a]x[0,b] el cual
contiene a A. De acuerdo con nuestra definicion tenemos que mostar que la funcién caracteristica
X A es integrable sobre R y que
/ ab
XA = &
R 2

Sea Pi{% |i=1,...,n}y P, ={%|i=1,.,n} por tantp P = P| x P, es una particién del
rectangulo R, donde cada subrectdngulo tiene medida Z—Z
Por lo que en este caso

— ab ab ab ab (n(n+1) ab 1

ab ab ab ab [((n—1)n ab 1
S(xaP)= Y :1'n2+2'n2+'“+("_1)'n2:n2<2)):(1_>
R;CA#D

., = , ab
lim S(xa,P) = nll_{I;oﬁ(XAaP) =3

n—oo

Ejemplo Sean A el conjunto
A={(z,y) eR’0<z<1,0<y <a?}

En este caso A es la regioén de base 1 y altura la funcién z2. Mostraremos que A es Jordan-Medible

en R?, y que su medida es %

Demostracion. Tomemos el recténgulo R = {(z,y) € R? | 0 < 2z < 1,0 <y < 1} = [0,1] x
[0,1] el cual contiene a A. De acuerdo con nuestra definicién tenemos que mostrar que la funciéon
caracteristica x 4 es integrable sobre R y que

/ 1
XA =3
R 3
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Sea Pi{ |i=1,..,n}y P, = {2 |i=1,.,n} por tantp P = P| x P, es una particién del
rectangulo R, donde cada subrectangulo tiene medida #
Por lo que en este caso

— 11 122 1n? 1 5 9 1 (n(n+1)(2n+1)
S(xaP)= 3 =gt = (142 +...+n):n3( ) )
R;NA£D
1 1 1
=—((1+=)(2+=
6 n n
11 122 1(n—172% 1 9 5 1
SxaP)= ) =gttt = S (14 24+ (- 1)) =
R;CA

. = , 1
lm S(xa, P) = T S(xa, P) = 3

n—oo
1
I = [ xa=g
R

Teorema 1. Sea A C R" acotado. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1.- A es Jordan-Medible
2.- Para cada € > 0 existen Ry, ..., Ry rectangulos tales que:

(a) Fr(d)c B

3.-La Fr(A) es Jordan-Medible y J(Fr(A)) =0

Demostracion. 1) = 2)
Sea € > 0. Como A es Jordan-Medible, sabemos que x 4 es integrable sobre un rectdngulo R que contiene
A por lo que existe una particiéon P de R tal que

S(Xaap)_ﬁ(XAaP) <e€

en este caso

g(XaaP) = Z m(Rz)

R; N A#0D
ﬁ(XaaP) = Z m(RZ)
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por lo que
S(xa: P) = S(xa,P)= Y m(R:)
R; N A0
R; NAC#D
que cumple
Z m(R;) <e
R; N A%0
R; N AC#0

Para ver que
Fr(d) c By R

Como A C int(R) entonces Fr(A) C int(R). Sea = € Fr(A), si x € int(R;) entonces la condicién se
cumple.

Si x ¢ int(R) entonces esta en la frontera de més de uno de los subrectangulos entonces

(1) si los subrectangulos estan en int(A) entonces x € int(A)

(2) si los subrectangulos estan en int(A¢) entonces x € ext(A)

en ambas situaciones x ¢ F'r(A) lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto x € R; donde R; cumple la condicién pedida

2) = 3

Para probar que F'r(A) es Jordan-Medible, se tiene que probar que x r,(4) es integrable sobre el rectangulo
R ya que Fr(A) C R.

Como existen Ry, ..., R rectingulos tales que:
(a) Fr(A)c Rl JRw
k
(b) Zm(Rz) <e
i=1
entonces B
S(XFra),p) = Z m(R;) < e
R; N A#0
R; N AC#£0
y €como B
S(xrray,p) < S(Xrr(a),p) <€
entonces
0 < sup{S(xrra)p)} <e€
0 < f{S(xpra)p)} <e€
entonces _
/ XFr(A) = / XFr(A) = / Xrr(a) =0
R R J R
3) = 1)
Como Fr(A) es Jordan-Medible y J(Fr(A)) = 0, existe una particion P tal que Fr(A) (| R; # () entonces
S(xrr) = Y. m(R;)<e
Ri (N Fr(A)#0
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por lo tanto
S(xa) = S(xrr(a)) = Z m(R;)

R; N A%0
R; NAC#£0
< > mR)<e
R; N Fr(A)#0
por lo tanto x4 es integrable sobre R y en consecuencia A es un conjunto Jordan-Medible O
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