
Unidad 1 Integrales Múltiples 1.4 Conjuntos Jordan-Medibles

Medida de Jordan

Ejercicio Sea A ⊂ R2, un conjunto acotado, vamos a mostrar como se puede encontrar un rectángulo
R ⊂ R2 tal que

A ⊂ R

Solución Como A es acotado entonces ∀ (x, y) ∈ A se tiene ‖(x, y)‖ < K p. a k > 0 y sea x0 ∈ A
consideremos la bola

B(x0, k)

se tiene entonces que ∀ (x, y) ∈ B(x0, k) se cumple que

‖(x, y)− (x0, y0)‖ < k

de lo anterior se tiene
|x− x0| < k y |y − y0| < k

por lo que
−k < x− x0 < k y − k < y − y0 < k

⇒ − k + x0 < x < k + x0 y − k + y0 < y < k + y0

⇒ x ∈ (−k + x0, k + x0) y y ∈ (−k + y0, k + y0)
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Unidad 1 Integrales Múltiples 1.4 Conjuntos Jordan-Medibles

de manera que el rectángulo

[−k + x0, k + x0]× [−k + y0, k + y0]

satisface que ∀ (x, y) ∈ A entonces (x, y) ∈ R

De�nición 1. Dado A ⊂ Rn acotado, de�nimos χA : Rn → R, la función característica de A, de la
siguiente forma

χA =

{
1 si x ∈ A
0 si x /∈ A

Dado A ⊂ Rn acotado, decimos que A es Jordan Medible si la función característica de A es integrable
sobre algún rectángulo R que contenga a A. En este caso decimos que la medida de Jordan de A (que
denotaremos J(A)) esta dada por

J(A) =

∫
R

χA
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Unidad 1 Integrales Múltiples 1.4 Conjuntos Jordan-Medibles

Ejemplo Sean a,b números positivos y

A =

{
(x, y) ∈ R2|0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤

(
b

a
x

)}
En este caso A es un triángulo de base a y altura b. Mostraremos que A es Jordan-Medible en R2,
y que su medida es ab

2

Demostración. Tomemos el rectángulo R = {(x, y) ∈ R2|0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b} = [0, a]×[0, b] el cual
contiene a A. De acuerdo con nuestra de�nición tenemos que mostar que la función característica
χA es integrable sobre R y que ∫

R

χA =
ab

2

Sea P1{ ian | i = 1, ..., n} y P2 = { ibn | i = 1, ..., n} por tantp P = P1 × P2 es una partición del

rectángulo R, donde cada subrectángulo tiene medida ab
n2 .

Por lo que en este caso

S(χA, P ) =
∑

Ri∩A6=∅

= 1 · ab
n2

+ 2 · ab
n2

+ ...+ n · ab
n2

=
ab

n2

(
n(n+ 1)

2

)
=
ab

2

(
1 +

1

n

)

S(χA, P ) =
∑

Ri⊂A6=∅

= 1 · ab
n2

+ 2 · ab
n2

+ ...+ (n− 1) · ab
n2

=
ab

n2

(
(n− 1)n

2

)
=
ab

2

(
1− 1

n

)
∴

ĺım
n→∞

S(χA, P ) = ĺım
n→∞

S(χA, P ) =
ab

2

J(A) =

∫
R

χA =
ab

2

Ejemplo Sean A el conjunto
A =

{
(x, y) ∈ R2|0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x2

}
En este caso A es la región de base 1 y altura la función x2. Mostraremos que A es Jordan-Medible
en R2, y que su medida es 1

3

Demostración. Tomemos el rectángulo R = {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1} = [0, 1] ×
[0, 1] el cual contiene a A. De acuerdo con nuestra de�nición tenemos que mostrar que la función
característica χA es integrable sobre R y que∫

R

χA =
1

3
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Sea P1{ ian | i = 1, ..., n} y P2 = { ibn | i = 1, ..., n} por tantp P = P1 × P2 es una partición del
rectángulo R, donde cada subrectángulo tiene medida 1

n2 .
Por lo que en este caso

S(χA, P ) =
∑

Ri∩A 6=∅

=
1

n
· 1

n2
+

1

n
· 2

2

n2
+...+· 1

n

n2

n2
=

1

n3
(
1 + 22 + . . .+ n2

)
=

1

n3

(
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

)

=
1

6

((
1 +

1

n

)(
2 +

1

n

))
S(χA, P ) =

∑
Ri⊂A

=
1

n
· 1

n2
+

1

n
· 2

2

n2
+...+· 1

n

(n− 1)2

n2
=

1

n3
(
1 + 22 + . . .+ (n− 1)2

)
=

1

n3

(
(n− 1)(n)(2(n− 1) + 1)

6

)

=
1

6

((
1− 1

n

)(
2− 1

n

))
∴

ĺım
n→∞

S(χA, P ) = ĺım
n→∞

S(χA, P ) =
1

3

J(A) =

∫
R

χA =
1

3

Teorema 1. Sea A ⊂ Rn acotado. Las siguientes a�rmaciones son equivalentes:
1.- A es Jordan-Medible
2.- Para cada ε > 0 existen R1, . . . , Rk rectángulos tales que:

(a) Fr(A) ⊂ R1

⋃
· · ·
⋃
Rk

(b)

k∑
i=1

m(Ri) < ε

3.-La Fr(A) es Jordan-Medible y J(Fr(A)) = 0

Demostración. 1)⇒ 2)
Sea ε > 0. Como A es Jordan-Medible, sabemos que χA es integrable sobre un rectángulo R que contiene
A por lo que existe una partición P de R tal que

S(χa, P )− S(χA, P ) < ε

en este caso
S(χa, P ) =

∑
Ri

⋂
A 6=∅

m(Ri)

S(χa, P ) =
∑

Ri⊂A
m(Ri)
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por lo que

S(χa, P )− S(χA, P ) =
∑

Ri
⋂

A6=∅
Ri

⋂
Ac 6=∅

m(Ri)

que cumple ∑
Ri

⋂
A6=∅

Ri
⋂

Ac 6=∅

m(Ri) < ε

Para ver que

Fr(A) ⊂ R1

⋃
· · ·
⋃
Rk

Como A ⊂ int(R) entonces Fr(A) ⊂ int(R). Sea x ∈ Fr(A), si x ∈ int(Ri) entonces la condición se
cumple.
Si x /∈ int(R) entonces esta en la frontera de más de uno de los subrectángulos entonces
(1) si los subrectángulos estan en int(A) entonces x ∈ int(A)
(2) si los subrectángulos estan en int(Ac) entonces x ∈ ext(A)
en ambas situaciones x /∈ Fr(A) lo cual es una contradicción.
Por lo tanto x ∈ Ri donde Ri cumple la condición pedida
2) ⇒ 3
Para probar que Fr(A) es Jordan-Medible, se tiene que probar que χFr(A) es integrable sobre el rectángulo
R ya que Fr(A) ⊂ R.
Como existen R1, . . . , Rk rectángulos tales que:

(a) Fr(A) ⊂ R1

⋃
· · ·
⋃
Rk

(b)

k∑
i=1

m(Ri) < ε

entonces
S(χFr(A),P ) =

∑
Ri

⋂
A6=∅

Ri
⋂

Ac 6=∅

m(Ri) < ε

y como
S(χFr(A),P ) ≤ S(χFr(A),P ) < ε

entonces
0 ≤ sup{S(χFr(A),P )} < ε

0 ≤ ı́nf{S(χFr(A),P )} < ε

entonces ∫
R

χFr(A) =

∫
R

χFr(A) =

∫
R

χFr(A) = 0

3) ⇒ 1)
Como Fr(A) es Jordan-Medible y J(Fr(A)) = 0, existe una partición P tal que Fr(A)

⋂
Ri 6= ∅ entonces

S(χFr(A)) =
∑

Ri
⋂

Fr(A) 6=∅

m(Ri) < ε

Facultad de Ciencias UNAM
Cálculo Diferencial e Integral IV

Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz
5



Unidad 1 Integrales Múltiples 1.4 Conjuntos Jordan-Medibles

por lo tanto

S(χA)− S(χFr(A)) =
∑

Ri
⋂

A6=∅
Ri

⋂
Ac 6=∅

m(Ri)

≤
∑

Ri
⋂

Fr(A) 6=∅

m(Ri) < ε

por lo tanto χA es integrable sobre R y en consecuencia A es un conjunto Jordan-Medible
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