Unidad 4 Teoremas Integrales 4.3 Teorema de la Divergencia (Gauss)

Sea S = Fr(W) una superficie cerrada que limita una regién en el espacio W C R3

Bola en tres dimensiones La frontera es una esfera,

orientada hacia el exterior

El teorema de la divergencia (tambien conocido como teorema de Gauss) es una generalizacion del teore-

ma de Green, que relaciona una integral de superficie sobre una superficie S = Fr(W) cerrada con una
integral de volumen sobre una regiéon sélida W.

Cubo en tres dimensiones La frontera es la super-

ficie del cubo. orienta-
da hacia el exterior

Teorema de la divergencia.

Teorema 1. Sea W una region sélida limitada o acotada por una superficie cerrada S = Fr(W), orien-
tada por un vector unitario normal dirigido hacia el exterior de W. si F' es un campo vectorial cuyas
funciones componentes tienen derivadas parciales continuas en @ entonces

‘ \IH Orientada por un

vector unitario normal dirigidc
| e /
|
l 5 \

S.: Orientada por un

vector unitario normal dirigido T

//SF.NdA:///W div F dv
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Unidad 4 Teoremas Integrales 4.3 Teorema de la Divergencia (Gauss)

Demostracion. Si hacemos F(z,vy,z) = Pi+ Qj + Rk entonces

//SF.NdA://9P2~N+Q5-N+RI%.NdA://SPQ.N_F//SQj'.N_F//SR];_NdA

Por otro lado

/// ddev—/// (ap 9 | )dV // —dV+// dv+// —dV

necesitamos probar
//PszA // —dV (1)
[ fonon-[[[ S
//RkNdA ///—dv (3)
Demostracion (1)

Supongamos que nuestra region W es tal que W = S;JSs, donde S; y Sy al ser regiones tipo III las
podemos ver como la grafica de una funcion f(y, 2).

$:=0(>y.z)=(f2(y.2),y,2)

_ f, 9f
\N—(l,—ay,—az

sl—cb(y,Z) =(f1(y.2).,y,2)

Con 57 la superficie que se puede parametrizar (f1(y, 2),y, 2), S2 la otra superficie que se puede parame-
trizar (f2(y, 2),y, z) donde también suponemos a D como la proyeccion tanto de S; como de Sa. Se tiene

entonces que
//Pi-NdA://Pi-NSI dA+// Pi-N,, dA
D D D

en el caso s; se tiene para la parametrizacion (f1(y, z), v, 2)
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Unidad 4 Teoremas Integrales 4.3 Teorema de la Divergencia (Gauss)

por lo tanto en S

//DP%-NSl dA://DP(fl(y,z),y,z)(l,070)~<1,—%’;1,—%J;1> dA:—//DP(fl(y,z),y,z) dA

y en Sy

//DP%-N32 dA://DP(fl(y,z),y,z)(l,O,O)-( 1—68];2,—%{;) dA://DP(fg(y,z),y,z) dA

en consecuencia

//DP%.NdAz//DP%.Nsl dA+//DPi.N82 dA:—//DP(fl(y,z))dA—i—//DP(fQ(y,Z)’y,Z)dA
— [ [ (Pl 20:2) = U0 02)) 4 = //(/ff(())anm> e [ [ ]2

Demostracion (2)
Supongamos que nuestra region W es tal que W = S;JS2, donde S; y Sy las podemos ver como la
grafica de una funcion f(z,y).

5,=0(x,2) = (x,f2 (,2),2)

of, . 0fz

LN = (-5 -

S =0(x,2) = (%f1(x,2),2)

Con S; la superficie que se puede parametrizar (x, f1(y, 2), z), S2 la otra superficie que se puede para-
metrizar (z, f2(y, z), z) donde también suponemos a D como la proyeccion tanto de S; como de Ss.
Se tiene entonces que

//DQj'NdA://DQi'NSI dA*//DQﬁ'st dA+//DQ3-N82 dA

en el caso s; se tiene para la parametrizacion (z, f1(y, 2), 2)

por lo tanto en S

[ [ @i-nsaa= [ [ o nwa0.00- (<580 as—- [ [ 0w niw.2) as
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Unidad 4 Teoremas Integrales 4.3 Teorema de la Divergencia (Gauss)

y en Sy

[ [ ai-v.ai= [ [ e rwaa000 (S20-52) aa= [ [ 0w i

en consecuencia

| [eivaa=[ [ qiv,ans [ [ @inaar=- [ [ ou st [ [ i)
~ [ [ @ n02).2) - Qe . 2),2) = //(/f”) e )dA [[] 52

Demostracion (3)
Supongamos que nuestra region W es tal que W = S;(J Sa, donde S; y S3 las podemos ver como la
grafica de una funcion f(x,y).

52=(2)(x,y) =(x¥.f2 (x 3’))

sl=®%x,y) =(xyf1(x,z))

Con S la superficie que se puede parametrizar (x,y, f1(x,y)), S2 la otra superficie que se puede para-
metrizar (z,y, fo(x,y)) donde también suponemos a D como la proyeccion tanto de S; como de Ss.
Se tiene entonces que

//Rl%.NdA://Rk-Nsl dA+//RI%~NSQ dA+// Rk - Ny, dA
D D D D

en el caso s; se tiene para la parametrizacion (x,y, f1(z,y))

por lo tanto para S

//DRJQ-NSI dA://DR(O,O,l)~(—86J;1,—88J;,—1) dA:—//DR(w,y,fl(%y)) dA
y en Sy
//Rk: N,, dA = // (0,0,1) ( %fl —%2,1) dA://DR(z,y,fg(x,y)) dA
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Unidad 4 Teoremas Integrales 4.3 Teorema de la Divergencia (Gauss)

en consecuencia

//DRkNdA://DRl%-Nsl dA+//DRl%-N32 dA:—//DR(:c,y,fl(x,y>)dA+//DR(x,y,fz(x,y)) dA
S e s o= (75 ) ]

Por lo tanto
//F-NdA:/// div F dv
s w

O
Ejemplo Verifique el teorema de la divergencia, calculando el flujo del campo vectorial F(z,y,z) =
(rz,—y?,x2) a través de la superficie cerrada que limita el cilindro
x2+y2§R2 con 0<2z<3
Solucién Para calcular el flujo, consideramos @ = s1 | s2|J s3 y parametrizamosa cada una de ellas
A
/ 51
—>S3
S
Para s; se tiene la parametrizacion
fi:DCR?* = R® dada por fi(z,y) = (2,y,3)
donde
D ={(z,y) eR? | 2® +y* < R*}
por lo tanto
N= 000000 =[1 0 of=001)
v 01 0
el campo evaluado en la parametrizacion
F(fl(l',y)) = F(iﬂ,y, 3) = (3%, _y27 35”)
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Unidad 4 Teoremas Integrales 4.3 Teorema de la Divergencia (Gauss)

y el flujo nos queda

/Sl PN, dslz//DF(fl(:r,y))-Nl(:z:,y) d:z:dy://[)(3:11,—342,31:)-(0,0,1) dxdy://DSxdxdy

usaremos coordenadas cilindricas

x=pcos(f), y=psen(d), z=z

donde (9) (9)
cos sen 0
M = det |—psen(d) pcos(d) 0| =p
3(/% 9’ Z) 0 0 1

por lo tanto

2m R
// 3z dxdy = / / 3p% cos(0)dpdd = 0
D o Jo

Para ss se tiene la parametrizacion
fi:DCR? = R? dada por fo(z,y) = (2,9,0)
donde
D ={(z,y) e R* | 2® +y* < R?}
por lo tanto
_0fy _0f2

—%X@Z(O,O,—l)

el campo evaluado en la parametrizacion

F(f2(z7y)) = F(x,y,O) = (07 _y270)

N,

y el flujo nos queda
/ F Ny dss = / / F(fa(z,y)) - No(z, y) dady = / / (0,—42.0) - (0,0, 1) drdy = 0
S92 D D

Para s3 se tiene la parametrizacion
fa: D CR* = R? dada por fs3(x,y) = (Rcos(u), Rsen(u),v)

donde
D = {(u,v) € R* | u € [0,2n] ve[0,3]}

por lo tanto

Ofs  0fs i Joh
N3 = =—x—== = (—Rsen(u), Rcos(u),0)x(0,0,1) = |[-Rsen(u) Rcos(u) 0= (Rcos(u), Rsen(u),0)
Ou Ov 0 0 1

el campo evaluado en la parametrizacion

F(f3(u,v)) = F(Rcos(u), Rsen(u),v) = (vRcos(u), — R* sen*(u), vR cos(u))
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Unidad 4 Teoremas Integrales 4.3 Teorema de la Divergencia (Gauss)

y el flujo nos queda

/33 PNy dsy — / /D Ffs(u,0))-Ns dudv — / /D (v cos(), — R2 sen?(w), v cos(w))-(R cos(u), R sen(w), 0) dudv

3 2m
= / / R?v cos®(u) — R3sen®(u)dudv = gﬂ'RQ
o Jo

Por otro lado
divF=z-2y+zx

///QdideV:///Q(z—2y+x)dV

usando de nuevo coordenadas cilindricas

de esta manera

x=pcos(f), y=psen(d), z=z

por lo tanto

///Q(z —2y+a)dV = /OR /027T /03(2 — 2psen(d) + pcos(6))dzdddp = gwRQ

¥ TFacultad de Ciencias UNAM Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz
Calculo Diferencial e Integral IV 7



