Unidad 2 Integral de Linea 2.3 Integral de linea (Campos Gradiente y Conservativos)

Gradiente de un Campo Escalar.

Definicién 1. Consideremos una funcion f: U C R™ — R definida en U. Sea x € U y supongamos que

en dicho punto existen todas las derivadas parciales — i =1,...,n.
£
Se define el gradiente de f en el punto x como el vector

v/ - (‘W,af 3f>

oz g,

Si f es una funcion escalar de clase c' definida en un abierto U, el gradiente es un campo vectorial
continuo

Teorema 1. Sea f : U C R" — R de clase ¢! y «: [a,b] — R™ una trayectoria de clase c'. Entonces

/ Vf = f(a(b)) — f(ala))

Demostracion. Consideremos la funcion ¢(¢) : [a,b] — R dada por g(t) = (f o @)(t) = f(a(t)) que es de
clase ¢! por se composicion de funciones de clase c¢!. Aplicando la regla de la cadena se obtiene

9(0) = (00 (1) = ((on(t), 000, (1)) = L0 g gy 4 POy OO 5y

T T2 T

Vi(at)) - a'(t)

por lo tanto

b b
/ Vf= / VF(alt)) - o (t)dt = / g (1)t = g(b) — g(a) = f(a(h)) — f(a(a))

Ejemplo Halle / F - dr donde F = (e*sen(y) — y)i + (e“cos(y) —x — 2)j y C es el camino dado por
c

c(t) = {tgsen[%t]z — Scos[Gt + g]j} para [0, 1]. El potencial es f(z,y) = e*sen(y) — xy — 2y

Solucién Tenemos que c(0) = 0%(senZ(0))i — Zcos(Z(0) + Z)j = 0i + 0j
f(c(0)) = £(0,0) = e%sen(0) —0-0—2-0 =

c(l) = 13sen(g)g — Zcos(Z

Corolario 1. Si « : [a,b] — R"™ es una trayectoria de clase C* y cerrada es decir a(b) = a(a)
entonces

/ Vf = f(a(b)) - f(a(a)) = 0
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Campos conservativos y funcién potencial'

Definicién 2. Un campo vectorial continuo F : U C R™ — R" se dice que es conservativo si existe en
campo escalar f : U C R® — R, C! tal que F(x) = Vf(x) , Vo € U. La funcién f se llama funcion
potencial asociada al campo vectorial F'.

Tenemos entonces que las integrales de linea de un campo conservativo son independientes de la trayectoria
y, si se conoce la funcién potencial, son faciles de calcular

/ Vf = f(a(b)) - f(ala))

Teorema 2. Dado un campo vectorial conservativo F, la matriz Jacobiana de n X n es simétrica

Demostracion. Como F es conservativo

F(z) = (Fi(2), .., Fa(z)) = Vf(2)

y como F; = = para cada i =1,...,n.
i
Como oF, oF,
5o ) = G @
por ser f de clase ¢ entonces la matriz Jacobiana es simétrica O

Teorema 3. Lema de Poincare. Sea F = (Fy, F», F3) un campo vectorial suave a trozos cuyo dominio
Q, es una bola abierta o un rectingulo en R3. Si para cada i,7 =1.,,,.n y x € Q se tiene
JF;
8$j

_OF;
N 8.’1%

(z)

()

entonces F' es conservativo

Demostracion. Sin perdida de generalidad podemos suponer que €2 esta en el origen. Sea x = (z,y, z) un
punto en {2 y consideremos una trayectoria que une al (0,0,0) con (z,y, 2)

4
[
!
| (x, 5,2

/ SRR
(x,0,0)

8(x,»,0)
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y definimos

x y z
f(x,y,z):/ Fy(t,0,0) dt+/ Fy(2,£,0) dt+/ Fy(a,y.t) dt
0 0

0
para esta funcion f se tiene

or _ 9 /xF(tOO)dt—k " R tO)dH—/zF( £ dt
5‘:17_81: o 1Y, o 2(Z, T, o 3\, Y,

—Fl(x,0,0)+aax(/OyFQ(:c,t,O)dt>+6ax(/Ong(:r,y,t)dt>
:F(wOO)—l—(/y;Fg(xtO)dt) </288F3(33y,)dt>
\(z,0,0) (/letOdt> ( —ley, dt)

A

= F1(£L'70,0) +F1(£c,y,0) —Fl(l',0,0) + (x,y,z) —Fl(x,y,O)
F1(337y7 )

la parcial con respecto a y

of
i 8y</F1t00dt—l—/ngtO)dt—l—/Fg(xy,)dt)
— By 0)+6</ZF(:C t)dt)
2\, Y, ay o 3\, Y,
0
= Fy(z,y,0) + (/ afF:a(x,y,t) dt)
2(z,y,0 (/8 o(z,y,t dt>

- FQ(x7y?0) + FQ(.’L‘,?],Z) - F2($7ya0)
= FQ(xvyaZ)

finalmente la parcial con respecto a z

of _ 9 /wF(tOO)dt—i—/yF(:vtO)dt—k/zF(x t) dt
aziaz ; 17,0, o 2\, L, 0 3T, Y,

= F3(x7yaz)

Como V f = F entonces F es conservativo O

Ejemplo Dado el campo F(x,y,z) = (y, z cos(yz) + x, y cos(yz)) encontrar una funcion escalar f tal que

Vi=1f
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Solucién En este caso

T Y z
f(.’L',y,Z) :/ Fl(t7070) dt+/ F2(x7t70) dt+/ F3<.Z',y,t> dt
0 0 0

T Yy z
= f(z,vy,2) :/ 0 dt+/ T dt+/ ycos(yt) dt
0 0 0

= xy + sen(yz)

La funcion f se denomina funcién potencial de F.
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