Unidad 4 Teoremas Integrales 4.1 Gradiente en el espacio

El gradiente como limite de una integral de superficie

Dado un campo escalar ¢ = ¢(z,y,2) y un punto en el espacio P = (zg, yo, 20) contenido en el dominio
del campo . Se define una superficie cerrada S alrededor del punto P = (xg, yo, 20)
El gradiente del campo escalar puede definirse como

%

¢bs o ds

do— lfm P59
grat e = s vol (S)

Ejercicio Comprobar que

_>
. ¢bs o ds

d =
I = ols) wol ()

para la superficie
S = [wg — h, w0+ h] X [yo — h,yo + h] X [20 — h, 20 + D]

P = (x9, Y0, Zo)

3

Zo+h

Z0+h

oP

Yo-th Yot+h

Xo—h
x0+h /

/

Solucién En este caso La definicion de gradiente, aplicada a un volumen como el de la figura, genera
seis integrales de superficie, una por cada cara del paralelepipedo. Vamos a trabajar las caras cuyo
vector normal es paralelo al eje X
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Unidad 4 Teoremas Integrales 4.1 Gradiente en el espacio

P = (x9, Y0, Zo)

3

Zo+h -N

Z0+h

oP

=)

Yo-th Yot+h

Xo

—h
x0+h /

/

Cara Frontal
Una parametrizacién de la superficie que representa la cara frontal seria

[zo 4+ h,yo +t,20 + 1], t€[=h,h]

y podemos aproximar la integral de superficie por la funcién evaluada en un punto de la region,
multiplicada por el area de la superficie, es decir

—
©([xo + h,yo +t, 20 + h]) dS, = @(zo + h,yo + €y, 20 + €2) - 4h°
Teorema de valor
madio integrales

/9([w0+h7yo+t’zo+t])

Cara Posterior
Una parametrizacion de la superficie que representa la cara posterior seria

(w0 — h,yo +t,20 + h], t€[=h,h]

y podemos aproximar la integral de superficie por la funcién evaluada en un punto de la region,
multiplicada por el area de la superficie, es decir

—
o([zo — h,yo +t, 20 + h]) dS, = o(wo — hyyo + €y, 20 + €;) - 4h?
Teorema de valor
madio integrales

/S([$O —h,yo+t,z0+t])

Por lo tanto
—

— —
/ pdS, — / [0+, go-+t, 20+h]) A5, o([zo—h, yo-+t, z0+h]) dS.
Sz S([xo+h,yo+t,z0+t]) S([xo—h,yo+t,z0+t])

=p(xo+h,yo+e€y,20+€)- 4h? — w(xo — h,yo + €y, 20 + €) - 4h?
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Unidad 4 Teoremas Integrales 4.1 Gradiente en el espacio

el signo del segundo término se debe a la orientacién de la superficie que representa la cara posterior
cuyo vector normal apunta hacia el vector (—1,0,0)

0
= a_i(x0+e7y0+€y,20+€z)'8h3

Teorema del valor
medio derivadas

Por lo tanto

== 0
/ 0 dS, = @P (2o + €, Y0 + €y, 20 + €) - 8h®

Ahora procedemos con las caras laterales cuyo vector normal es paralelo al eje Y

P = (x9, Y0, Zo)

3

Zo+h -N

Zo+h

=)

Yo-th Yot+h

xg—h
x0+h /

/

Cara Lateral Derecha
Una parametrizaciéon de la superficie que representa la cara lateral derecha seria

[xo +t,y0 + h, 20 + 1], te€[-h,h]

y podemos aproximar la integral de superficie por la funcién evaluada en un punto de la region,
multiplicada por el area de la superficie, es decir

—
o([xo +t,yo + h, 20 + t]) dSy = (0 + €u, Yo + h,y 20 + €,) - 4h*
Teorema de wvalor
madio integrales

/S([zo+t,yo+h,zO+t])

Lateral Izquierda
Una parametrizaciéon de la superficie que representa la cara lateral izquierda seria

[wo+t,yo — h, 20 +t], te€[—h,h]
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Unidad 4 Teoremas Integrales 4.1 Gradiente en el espacio

y podemos aproximar la integral de superficie por la funcién evaluada en un punto de la regién,
multiplicada por el area de la superficie, es decir

—
QP([mO""t?yO_h,ZO"_t]) dSy NV S0(5U0+6u7yo—h720+€v) '4h2
Teorema de valor
madio integrales

/S([wo-'rt,yo—h,ZO-‘rt])

Por lo tanto

— — —
/ pdS; = / @([ro+t, yoth, 20+t]) dSy—/ o([zot+t,yo—h, 20+t]) dS,
S S([zo+t,yo+h,zo+t]) S([xo+t,yo—h,z0+t])

Yy

= (0 + €u, Yo + h, 20 + €) - 4h% — o(To — €y, Yo — b, 20 + €,) - 4h

el signo del segundo término se debe a la orientacién de la superficie que representa la cara posterior
cuyo vector normal apunta hacia el vector (0,—1,0)

Iy

3
= —(xo + €y, Yo + €4, 20 + €) - 8h
\ , ay ( ws Y Yo 'u)
Teorema del valor
medio derivadas

Por lo tanto i 9
y ,
/ p dS, = *850(1’0-*-611,3/04-6;/,20+€z) - 8h*
S Yy

M)

Ahora procedemos con las caras laterales cuyo vector normal es paralelo al eje Z

P = (x9, Y0, Zo)

3

Zo+h N
Z0+h \/

oP

=)
e—

Yo-th Yot+h

Xo

—h
x0+h /

/

Cara Superior
Una parametrizacion de la superficie que representa la cara superior seria

[to +t,y0 +t, 20 +h], te[-h,h]
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Unidad 4 Teoremas Integrales 4.1 Gradiente en el espacio

y podemos aproximar la integral de superficie por la funcién evaluada en un punto de la regién,
multiplicada por el area de la superficie, es decir

=
o([zo +t,y0 + t, 20 + h]) dS. = (0 + €4, Yo + €4, 20 + h) - 4R>
Teorema de valor
madio integrales

‘/S([QJOth,yo +t,20+h])

Cara Inferior
Una parametrizacion de la superficie que representa la cara inferior seria

[l’o+tay0+t,2§0+h], te [—h,h]

y podemos aproximar la integral de superficie por la funcién evaluada en un punto de la regién,
multiplicada por el area de la superficie, es decir

—
o([xo +t,y0 +t,20 — h]) dS. = (20 + €u, Yo + €0, 20 — ) - 4h?

Teorema de valor
madio integrales

/S([mo+t7yo+t’zoh])

Por lo tanto

— — —
| edsi- | (-1, o+, 20-+H]) 4.~ ozt v+, 20-h]) S,
P S([zo+t,yo+t,20+h]) S([zo+t,yo+t,20—h])
= @(x0 + €us Yo + €v, 20 + h) - 4h* — p(w0 — €4, Yo + €, 20 — h) - 40
el signo del segundo término se debe a la orientacién de la superficie que representa la cara posterior
cuyo vector normal apunta hacia el vector (0,0, —1)
0
=, £($0+6u,y0+6vazo+6z)'8h3
Teorema del valor
medio derivadas
Por lo tanto i 9
— VN
/ pdS, = 0\"} (zo + €u, Yo + €v,20 + €2) - 8h>
JS, z
Tenemos entonces que
— — —
#(pwﬁ: / (pdSI,/ @ dSy, p dSs,
s S, s, S.
0 0 0
= <8i(x0 + €Yo + €y, 20 + Ez) : 8h3’ 87(;(5”0 + €u, Yo + €y, 20 + 62) : 8h37 673(‘%0 + €u, Yo + €v, 20 + 62) : 8h3>

0 0 0
= 8h? <ai($0 +€,y0 + €y, 20 + €2), 87?:(:80 +€u, Yo + €y, 20 T €2), £($0 + €u, Yo + €v, 20 + €z)>

Por lo tanto
) s 1 — —— ——
S
im 2520 g, / sadSz,/ wdSyv/ ¢ dS;
vol (8)=0 wvol (S)  wol (S)=»0wol (s) \ /s, s, S.
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Unidad 4 Teoremas Integrales 4.1 Gradiente en el espacio

lim !
vol (S)—0 8h3

0 0 0
8h® <8—i($0 + €, Y0 + €y, 20 + €2), —;j(ﬂfo +€u, Yo + €y, 20 T €2), 6—;0(%0 + €u, Yo + €v, 20 + Q))

= (22 (w.0.20). 22 (0,0, 0). 22 (0,40 20)
- O L0, Y0, 20 78y Z0,Y0,20), 9z Zo, Yo, 20

= grad ¢(xo, Yo, 20)
= Vo (%0, Yo, 20)
Ejemplo Calcular V(1,1,1) donde ¢(z,y,2) =x+y+ 2
Solucion En este caso consideremos la superficie

S=[1—h1+h]x[1—h1+h]x[1—h1+h

P=(1,1,1)
3
1+h
1+h :
oP
1-h 1+h
1-h

1+ I‘z//
Solucion En este caso La definicién de gradiente, aplicada a un volumen como el de la figura, genera

seis integrales de superficie, una por cada cara del paralelepipedo. Vamos a trabajar las caras cuyo
vector normal es paralelo al eje X
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Unidad 4 Teoremas Integrales 4.1 Gradiente en el espacio

Zo+h N ;

Z0+h

Yo-th Yot+h

Xo

—h
x0+h /

/

Cara Frontal
Una parametrizacién de la superficie que representa la cara frontal seria

1+h1+t,1+1), te[—hh

y podemos aproximar la integral de superficie por la funcién evaluada en un punto de la region,
multiplicada por el area de la superficie, es decir

e(1+h1+t1+h)dSs = @(l+hl+e,l+e) 4R

Teorema de valor
madio integrales

/S([1+h,1+t,1+t])
Cara Posterior
Una parametrizacion de la superficie que representa la cara posterior seria
[1—h1+t,1+h], te][-h,h]

y podemos aproximar la integral de superficie por la funcién evaluada en un punto de la region,
multiplicada por el area de la superficie, es decir

—
@([1 = h,1+¢,1+h]) dSe = (1 —h,1+¢€y,1+e¢.) - 4h

Teorema de wvalor
madio integrales

/S([1—h,1+t,1+t])

Por lo tanto

—

| vasi- | ([1+h, 141,14 K)) 45, — (L~ h,1+1,1+1]) 45,
Sz

S([1+h,14t,14¢]) /S([l—h,1+t,1+t])

=o(1+h,1+e,1+e) 4h? —p(1—h,1+e,1+e,)-4h?
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Unidad 4 Teoremas Integrales 4.1 Gradiente en el espacio

el signo del segundo término se debe a la orientacién de la superficie que representa la cara posterior
cuyo vector normal apunta hacia el vector (—1,0,0)

_ dp 3
= %(1+e,1+ey,l+ez)~8h

Teorema del valor
medio derivadas

Por lo tanto

/ @ds"":j(1+€71+6’t/=1+€z)'8h3
Sy ox ‘

Ahora procedemos con las caras laterales cuyo vector normal es paralelo al eje Y

P=(1,1,1)
N
1+h
1+h -
N |\¢T | oP N
1-h 1+h
1-h

1+h /

e

Cara Lateral Derecha
Una parametrizaciéon de la superficie que representa la cara lateral derecha seria

[1+¢,1+h,1+t, t€[-h,n]

y podemos aproximar la integral de superficie por la funcién evaluada en un punto de la region,
multiplicada por el area de la superficie, es decir

—
o([L +t,1+h,1+1]) dS, = o1+ ey, 1+ h,1+¢,)-4h>
Teorema de valor
madio integrales

/S([lth,1+h,1+t])

Cara Lateral Izquierda
Una parametrizaciéon de la superficie que representa la cara lateral izquierda seria

14+t,1—h1+t], te[=h,h
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Unidad 4 Teoremas Integrales 4.1 Gradiente en el espacio

y podemos aproximar la integral de superficie por la funcién evaluada en un punto de la regién,
multiplicada por el area de la superficie, es decir

—
o([L+¢,1—h,1+1]) dS, = o(1+ €y, 1 —h,1+¢,) - 4h*
Teorema de valor
madio integrales

/S([l-i-t,l—h,l-i-t])

Por lo tanto

/ <pd_S;=/ <p([1+t,1+h,1—|—t])d_5’y>—/ o(L+t,1—h,1+t)) dS,
S S([14¢t,14+h,14t]) S([14¢,1—h,14t])

Y
= (1 +e,1+h1+¢e) 4h* — (1 —ey, 1 —h,1+¢,) - 4h*

el signo del segundo término se debe a la orientacién de la superficie que representa la cara posterior
cuyo vector normal apunta hacia el vector (0,—1,0)

0
= 8—<p(1+eu,1+ey71+ev)-8h3
Teorema del valor y
medio derivadas

Por lo tanto P
‘> ) 14 «
/ LpdSU:—\'0(1—&—eml—l—ey,l—l—ez)-8h‘3
s T 0y :

Y

Ahora procedemos con las caras laterales cuyo vector normal es paralelo al eje Z

P=(1,1,1)
N

N
1+h
1+h \‘

1—h 1+h

1-h
1+h

/
/

Cara Superior
Una parametrizacion de la superficie que representa la cara superior seria

[1+t,14+t,1+h], tec[-h,h]
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Unidad 4 Teoremas Integrales 4.1 Gradiente en el espacio

y podemos aproximar la integral de superficie por la funcién evaluada en un punto de la regién,
multiplicada por el area de la superficie, es decir

<p([1+t,1+t,1+h])d’Sz> = o(1+ €y, 1+ €, 1+h)- 407

Teorema de valor
madio integrales

/S([1+t71+t,1+h})
Cara Inferior
Una parametrizacion de la superficie que representa la cara inferior seria
[1+¢t14+t,1+hn], te[—hh]

y podemos aproximar la integral de superficie por la funcién evaluada en un punto de la regién,
multiplicada por el area de la superficie, es decir

(14,1 +1,1—h]) dS. - o1+ a1+ ey, 1 — h) - 402

Teorema de valor
madio integrales

/S([1+t,1+t,1h])

Por lo tanto

J

el signo del segundo término se debe a la orientacién de la superficie que representa la cara posterior
cuyo vector normal apunta hacia el vector (0,0, —1)

pd5.= [ ([1+1,1+t,1+h]) dS, - o([1+6,1+1,1 1]) dS,

S([14t,14t,1+h)) /S([lth,lth,lh])

z

= (14 ey, 1 +€y,1+h)-4h* — (1 — €y, 1+ €,,1 — h) - 4h?

Ip
= Z(l+en,1+e,1+¢€,)-8h°
32 ( us v Z)
Teorema del valor
medio derivadas

Por lo tanto

— Oy
v dS, =
/57 7 0z

= (‘gi(ue,uey,uez)-8h3,?;(1+eu,1+ey,1+ez).8h3,gf(ueu,uev,uez).sm)

(1+e€u,1+e€,,14+€.)-8h3
Tenemos entonces que

wd_Si,/ 0 dS,, [ o ds.
S, S.

x

0 0 0
= 8h3 (83(1 +el+e,l+e), 8—5(1 +eu, 1+ €y, 1+€), a—f(l + ey, 1 +¢€,,1+ ez)>

Por lo tanto

%
fbs o ds 1 — — —
I == — = i —_— dSy, dsS,, ds,
wvol %g;—m vol (S)  wol gg)l—m vol (s) /Sm v /Sy v oy /Sz v
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Unidad 4 Teoremas Integrales 4.1 Gradiente en el espacio

lim L
vol (S)—0 8h3

0 0 0
8h3 <8_i(1 +e14¢€,1+e€), 8—;(1 +eu, 1+, 1+€), 6—;0(1 +eu, 1+ 6,1 —|—€z)>

_(9¢ 9 99
- (am(l’l’l)’ 5 (L1 D), 82(1,1,1)>

= grad (1,1,1)
=Vp(1,1,1)
=(1,1,1)
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