
Unidad 2 Integral de Línea 2.4 Teorema de Green

Teorema de Green

El teorema de Green relaciona una integral doble sobre una región del plano con una integral curvilínea
sobre la frontera de la región.
Sea C una curva descrita por una función vectorial continua α : [a, b]→ Rn.
Si α(a) = α(b) se dice que c es cerrada
Si α(t1) 6= α(t2) ∀ t1, t2 ∈ (a, b] se dice que c es cerrada simple
Curva de Jordan.-: Es una curva cerrada simple en el plano

Región simplemente conexa.- Una región D es simplemente conexa si es conexa y el interior de toda
curva de Jordan C contenida en D esta también contenida en D.

Una curva cerrada C que es la frontera de una región S tiene dos orientaciones, la contraria a las manecillas
del reloj (positiva) que se puede denotar C+ y la del sentido de las agujas del reloj (negativa), que se
puede denotar C−
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Unidad 2 Integral de Línea 2.4 Teorema de Green

Teorema 1. Teorema de Green Sea S una región simplemente conexa con un borde C (suave) orientado
positivamente. Si el campo vectorial F (x, y) =M(x, y)̂i+N(x, y))ĵ es continuamente diferenciable en S
tenemos que ∫

C

M dx+N dy =

∫ ∫
S

∂N

∂x
− ∂M

∂y
dxdy

Demostración. Primero demostraremos Teo. de Green para una región Tipo I. Supongamos que S es una
región Tipo I con borde C.

En este caso se tiene que

C = ∂S = λ1 + λ2 + λ3 + λ4

donde

λ1 : [a, b]→ R2 esta dada por λ1(t) = (t, φ1(t))

λ2(t) = (b, t) t ∈ [φ1(b), φ2(b)]

λ3 : [a, b]→ R2 esta dada por λ3(t) = (a+b−t, φ2(a+b−t))

λ4(t) = (a, φ1(a) + φ2(a)− t) t ∈ [φ1(a), φ2(a)]

Tenemos que
C = ∂S = λ1 + λ2 + λ3 + λ4

ahora bien si tomamos un campo en R2 dado por F = [M(x, y), 0] se tiene que∫
C

F =

∫
λ1

F +

∫
λ2

F +

∫
λ3

F +

∫
λ4

F

=

∫ b

a

F (t, φ1(t)) · (1, φ′(t))dt+
∫ φ2(b)

φ1(b)

F (b, t) · (0, 1)dt

+

∫ b

a

F (a+ b− t, φ2(a+ b− t)) · (−1,−φ′2(a+ b− t))dt+
∫ φ2(a)

φ1(a)

F (a, φ1(a) + φ2(a)− t) · (0,−1)dt

=

∫ b

a

(M(t, φ1(t)), 0) · (1, φ′(t))dt+
∫ φ2(b)

φ1(b)

(M(b, t), 0) · (0, 1)dt

+

∫ b

a

(M(a+ b− t, φ2(a+ b− t)), 0) · (−1,−φ′2(t))dt+
∫ φ2(a)

φ1(a)

(M(a, φ1(a) + φ2(a)− t), 0) · (0,−1)dt

=

∫ b

a

M(t, φ1(t))dt+

∫ b

a

M(a+ b− t, φ2(a+ b− t))(−1)dt

=

∫ b

a

M(t, φ1(t))dt+

∫ a

b

M(t, φ2(t))dt

=

∫ b

a

M(t, φ1(t))dt−
∫ b

a

M(t, φ2(t))dt
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−
∫ b

a

∫ φ2(x)

φ1(x)

∂M

∂y
dy dx

Consideremos ahora la región como tipo II

En este caso se tiene que
C = ∂S = λ1 + λ2 + λ3 + λ4

donde
λ1 : [ψ1(c), ψ2(c)]→ R2 esta dada por λ1(t) = (t, c)

λ2(t) = (ψ2(t), t) t ∈ [c, d]

λ3 : [ψ1(d), ψ2(d)]→ R2 esta dada por λ3(t) = (ψ1(d) + ψ2(d)− t, d)

λ4(t) = (ψ1(c+ d− t), c+ d− t) t ∈ [c, d]

ahora bien si tomamos un campo en R2 dado por F = [0, N(x, y)] se tiene que∫
C

F =

∫
λ1

F +

∫
λ2

F +

∫
λ3

F +

∫
λ4

F

=

∫ φ2(c)

φ1(c)

F (t, c) · (1, 0)dt+
∫ d

c

F (φ2(t), t) · (φ′2(t), 1)dt

+

∫ φ2(d)

φ1(d)

F (φ1(d) + φ2(d)− t, d) · (−1, 0))dt+
∫ d

c

F (φ1(c+ d− t), c+ d− t) · (−φ1(c+ d− t),−1)dt

=

∫ d

c

N(φ2(t), t)dt+

∫ d

c

N(φ1(c+ d− t), c+ d− t)(−1)dt

=

∫ d

c

N(φ2(t), t)dt−
∫ d

c

N(φ1(t), t)dt∫ d

c

(∫ ψ2(t)

ψ1(t)

∂N

∂x
dx

)
dt

=

∫ ∫
S

∂N

∂x
dx dy
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por lo tanto ∫
∂S

F =

∫ ∫
S

(
∂N

∂x
− ∂M

∂y

)
dx dy

Ejemplos: Compruebe que se veri�ca el teorema de Green para la integral curvilínea∫
t

−y dx+ x dy donde C es la curva cerrada

C1(t) := (t, 0)⇒ x = t y = 0 − 1 ≤ t ≤ 1
dx = dt dy = 0

C2(t) := (cos(t), sin(t)) ⇒ x = cos t y =
sin t t ∈ [0, π]

dx = − sin t dy = cos t

Por tanto

∫
C

−y dx+ x dy =

∫
C1

−y dx+ x dy +

∫
C2

−y dx+ x dy =

∫ 1

−1
0 dt+ t− 0 +

∫ π

0

− sin t

(− sin t) + cos t(cos t) =

∫ π

0

sin2 t+ cos2 t dt = π

Ahora calculamos esa misma integral usando el teorema de Green. Observese que la curva frontera es
simple y M = −y N = x luego F (x, y) = −yı̂ + x̂ es continuamente deferenciable. El dominio
D esta de�nido por las relaciones 0 ≤ y ≤

√
1− x2 − 1 ≤ x ≤ 1. Aplicamos ahora el teorema de

Green

∫
C

−y dx+ x dy =

∫ ∫
D

∂

∂x
x− ∂

∂y
(−y) =

∫ 1

−1

∫ √1−x2

0

2 dy dx = 2
1

2
(π) = π
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