Unidad 2 Integral de Linea 2.4 Teorema de Green

Teorema de Green'

El teorema de Green relaciona una integral doble sobre una regién del plano con una integral curvilinea
sobre la frontera de la region.

Sea C una curva descrita por una funcion vectorial continua « : [a, b] — R™.

Si a(a) = a(b) se dice que c es cerrada

Si a(ty) # alte) ¥ ti,ta € (a,b] se dice que c es cerrada simple

Curva de Jordan.-: Es una curva cerrada simple en el plano

Curva de Jordan Curva que no es de Jordan

&

Region simplemente conexa.- Una regién D es simplemente conexa si es conexa y el interior de toda
curva de Jordan C' contenida en D esta también contenida en D.

Una curva cerrada C que es la frontera de una region S tiene dos orientaciones, la contraria a las manecillas
del reloj (positiva) que se puede denotar CT y la del sentido de las agujas del reloj (negativa), que se
puede denotar C~

C* C-

Y
A
Orientacidn Positiva Orientacion Negativa
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Unidad 2 Integral de Linea 2.4 Teorema de Green

Teorema 1. Teorema de Green Sea S una region simplemente conexa con un borde C' (suave) orientado
positivamente. Si el campo vectorial F(x,y) = M (z,y)t + N(x,y))j es continuamente diferenciable en S

tenemos que
/M dr + N dyf//a—N—a—Mddy

Demostracion. Primero demostraremos Teo. de Green para una region Tipo I. Supongamos que S es una
region Tipo I con borde C.

Yy ' En este caso se tiene que
" C=05S=M+X+A3+\
/ \ -/ y=éx) donde
As y=¢ix)
S -A/ A1 :fa,b] = R? esta dada por M\ (t) = (t,¢1(t))
~—7 Aa(t) = (bt) t € [p1(b), P2(D)]

x A3 @ [a,b] = R? esta dada por \3(t) = (a+b—t, ¢o(a+b—t))
Aa(t) = (a,01(a) + ¢2(a) —t) T € [h1(a), p2(a)]

xX=a x=b

Tenemos que
C=05=X+X+ A3+ )\

ahora bien si tomamos un campo en R? dado por F' = [M(z,y),0] se tiene que

[r=[re[re[refr
C )\1 )\2 )\3 >\4

¢2(b)

- / F(t,61(1)) - (1, 6/ (1))t + / F(b,t) - (0,1)dt

¢1(b)

b ¢2(a)
+/ F(a+b—t7¢2(a+b—t))-(—1,—(;5’2(a+b—t))dt+/¢ ., F@01@+oa(a) = 1) (0.1

¢2(b)

b
- / (Mt 1()),0) - (1, (£))de + / (M(b,1),0) - (0, 1)dt
a ¢1(b)
b P2(a)
+/<M(a+b—t¢2<a+b—t>> 0)- (—1,~ght >>dt+/ (M(a. ¢ (a) + da(a) — 1),0) - (0, ~1)dt
a ¢1(‘1)

/aMtgbl dt—i—/ M(a+b—t,¢a(atb—t))(—1)dt
/M Lt dt+/ M(t, 6a(t)
_ / M(t, 1(8))dt — / M, éo(t))dt
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2.4 Teorema de Green

o2(2) 91
/ / 8 dy dx
¢1(x)

Consideremos ahora la regiéon como tipo II

A

x = n(y) x = n(y)

En este caso se tiene que

C=0S=X+X+ A3+ A4

donde

A1 s [1(e),ba(c)] = R? esta dada por M(t) =

/\2(t) = (¢2(t)7t) te [Cv d]

A3t [Y1(d), h2(d)] — R? esta dada por A3(t) =

A(t) =

ahora bien si tomamos un campo en R? dado por F =

(Y1(c+d—1t),c+d—1)

(t,¢)

(Y1(d) +pa(d) — t,d)
t € e, d

[0, N(z,y)] se tiene que

[r=[re[re[refr
C )\1 )\2 )\3 )\4

P2(c) d
- /¢ F(t,¢)- (1,0)dt + / F(bat), 1) - (&(1), 1)t

1(c)
¢2(d)
v
1(d)
d
— [ Neealt
d
— [ N0
b2 (t)
/ / ON 1o\ ar
¢ \Jow 07
ON

F(¢1(d) =+ ¢2(d) - tvd) ! (_170))dt+ /dF(¢l(c+d_ t),C+ d_t) : (_¢1(C+d_t)7_1)dt

t)dt + /dN(¢1(c+ d—1),c+d—t)(—1)dt

t)dt — / ’ N(é1(t), t)dt
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Unidad 2 Integral de Linea 2.4 Teorema de Green

por lo tanto

fur= (G- 5y)

O
Ejemplos: Compruebe que se verifica el teorema de Green para la integral curvilinea
/ —y dx + = dy donde C es la curva cerrada
t
" y=+v1—x? Ci(t) = (t,0) = z=t y=0 —1<t<1
7 \ de =dt dy=0
. Cy(t) = (cos(t),sin(t)) = x = cost y =
— 71 :
sint ¢ € [0, ]
dxr = —sint dy = cost

1 T
Portanto/fyder:rdy:/ fydx+:cdy+/ fyd:z:+xdy:/ Odt+t70+/ —sint
c el -1 0

Ca

T
(—sint) + cost(cost) = / sin?t + cos®t dt =7
0
Ahora calculamos esa misma integral usando el teorema de Green. Observese que la curva frontera es

simple y M = —y N = z luego F(z,y) = —yi + xj es continuamente deferenciable. El dominio
D esta definido por las relaciones 0 < y <Vl-22 —-1<z<1. Aplicamos ahora el teorema de

Vi—z?
Green/—yd:zc—l—ar:dy://2 / / 2 dydx—2 (m) =
c p Oz y
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