Unidad 4 Teoremas Integrales 4.1 El rotacional como el limite de una integral de linea

El rotacional como limite de una integral de linea

Sea (79, Y0, 20) € R® y R un rectangulo paralelo a alguno de los planos cuyo centro es (g, Yo, 20)- Si una
fueraza F golpea a este rectangulo en un punto de su borde, el movimiento producido sobre el rectdngulo
es de rotacién respecto a un vector normal n

V4

X

Dado el campo vectorial F' = (P,@, R) y un punto (z,y, z) que se encuentra en el dominio del campo,
necesitamos calcular la circulacion (rotacional) del flujo de un fluido sobre el campo F en el punto P.
Para ello vamos a definir una rectangulo paralelo al plano XY alrededor del punto, en este caso

z Cuyos lados se pueden parametrizar
(x, y,2)
Cy
Cg / ] CB:[mo-i-t,yo—h,Zo], t e [—h,h]
: * Cr
iC t
Cor R Cr=lwo+hyo+t20), t€[-hh]
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CL =[zo — hyyo —t,20], t€[=hh]
En este caso para los lados paralelos al eje X se tiene
’ ‘ / :/ F 2o+ ty0 — hy 20) - (1,0,0) dt
= P (wo +€z,y — h,20) 2R
ae / / F (20— t, 0 + h, 20) - (—1,0,0) dt

—P(x — €,y + h,20) 2h

Por lo tanto

F:(_P(:L'_Ezvy+h720)+P(:I;0+6:1:ay_h720))2h’
Cp+Cr
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Unidad 4 Teoremas Integrales 4.1 El rotacional como el limite de una integral de linea

oP
= (—8—y(x0 +€ Yo+ ey, z0)> 4h?

Ahora bien

’ ¢ / F= F (20— h,yo —t,20) - (0,1,0) dt

< Cr, Cr
= Q ((EO - h7y0 - Ey,ZO) 2h
(o . By Cg

. [ F= [ Fothuttz)(-1.00)
> Cgr Cr
Cﬂ X

= —Q (zo + h,yo + €y, 20) 2h

Por lo tanto

0
/ FZQ(xo—h,yo—ﬁy,Zo)Za—Q(onrh’yoJrﬁyaZo)‘th
CrL+Cr x

Sumando todo lo anterior

oP 0
/ F+/ F= ((—_(1‘04-67?]04‘61/72’0)) + <—Q (900+h,y0+6ya20)>>4h2
Cp+Cr CrL+Cr 8y ax

De manera que

1 ((—%—};(xo + €, Yo + €y, zo)) —+ (% (xo + h,yo + €y, zo))> 4h?
lim —yg F= lim
area—0 (J,T@CL(R) area—0 4h2
, oP oQ
= (irlelanlm ((‘a—y(xo + €,Yo0 + €y, Zo)> + <% (o + h,yo + €y,20))>
oP

0
= —a—y(3307y0720) + a—g(xo,yoyzo)
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Procediendo de manera analoga con las otras caras se tiene

1 OR oP
1, _— F = —— e
drons0 area(R) 7§ Ox (0,30, 20)+ 0z (w0, 40, 20)

y
z 3 1 OR 0Q
lim —7§ F = — (20, Y0, 20)— =~ (%0, Y0, 20)
A ——————— 1 drea—0 aTea(R) By 0z
s s
v /!
’1 ’ |
< !
oo -7
y| /e N I" y
td ’
~
5>

Pdemos interpretar lo anterior como una rotaciéon del rectangulo R para cada vector normal ¢, j, k

es decir
$p F

rota F(xo, Yo, 20) = drg,?i,o W(R)

OR 0 OR oP oP 0 R
= (a—y(wmymzo) - 8—8(9607%720)7 —%(Sﬂoayo,zo) + E(Z‘ano;zo)a —a—y(ﬂﬂmyo,zo) + 8—2(%790,20))'”

Definicién 1. Sea F = (P,Q, R) : R? — R? tal que

oP 0P 0Q 0Q OR OR
Oy’ 0z Oz’ 0z Ox Oz

existen para todo(xg, yo, z0) en el dominio del campo. Definimos el rotacional de F en(xq,yo, 20), al cual
se le denotara rot F(xo,yo,20), como el vector

rot F(xo,yo0, 20)

OR 5] OR oP oP 0
= (a—y(ffmyoazo) - 8—8(90073/0,20)7 —%(xo,yoﬂo) + E(anyO,ZO)a —6—y($oayo,zo) + 8_§(x07y0720)>
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