Unidad 3 Integral de Superficie 3.4 Integral de Superficie (funciones escalares)

Integral de Superficie sobre funciones escalares.

Consideremos el problema del cédlculo de la masa total de una lamina, cuya forma es la de una superficie
simple S. Supongamos que la ldmina es muy delgada y que su densidad no sea constante. Podemos
entonces pensar en una funciéon de densidad p defnida sobre la superficie de modo que cada (z,y,2) € S
le asocia el ntumero real p(z,y, z) que da el valor (en unidades de masa por unidad de 4rea) de la densidad
de la lamina en el punto (x, y, z). Si dividimos la superficie S en pequeilos rectangulos S;; . Si ® es una
funcién que parametriza a S, cada S;; se puede ver como la imagen de un rectangulo R;; correspondiente
a una particién de la region D en pequenos rectangulos
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Supongamos que p : S C R* — R es una funcién continua que en cada punto de S (superficie) nos asigna
su densidad de masa, y que S esta parametrizada por la funcién f : D C R? — R3 entonces, la masa de la
lamina en S;; = p(xij, Yij, zik) - Area  R;; de modo que la masa total de la lamina es aproximadamente

n m
Z Z p(@ij, yij, zi) - Area  Rij
i=1j=1
*. La masa total de la lamina sera
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Definicién 1. Sea S = f(D) una superficie paramétrica descrita por una funcién f : D C R? — R3
de clase C' y sean p: V C R?® — R un campo escalar continuo definido en un abierto V de R3 tal que
S C V. Se define la integral de superficie como

/pds_//po (1w, )

Ejemplo Evaluar la integral de superficie / / y? + 2yz ds donde S es la porcién del plano 2z+y+2z = 6
s

<5

‘ X 8fHaludv

que se encuentra en el primer octante
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Solucién En este caso tenemos que p(z,y,2) = y? + 2yz mientras que de la ecuacién 2z +y + 2z = 6

despejando a la z z = 5(6 — 2z — y) podemos obtener una parametrizacion

(o) = (w0, 56— 2u—v))
donde
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por lo tanto

//SyQ+2yzds=//Dp(u,v,%(ﬁ—Zu—v)) 1+1+<%)2dA:
//D(v2+2v<%>(6—2u—v)>m«iA:g//D(Gv—?uv)dA:

3 6—2u 3 24
3/ / v(3—u)dvdu:6/ (3—u)3du:—g(3—u)4‘g _ 2
0o Jo 0
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Vamos a comprobar que el valor de la integral no depende de la parametrizacion

W

Sea g = f o ¢ por lo tanto tenemos que

[ L= e H—X%Hdd o e

=p(s,t)

// 9(s,1))) || Ng(s,t)|| dsdt = // pdA

Ejemplo Sea p: R?* — R dada por p(z,vy, 2) = ax+by+2 donde a, b son constantes dadas y consideremos
la superficie f : R? — R? parametrizada por f(u,v) = (u,v,u? + v?) sobre la region D = {(x,y) €
R2|u? + v? < 1} (La superficie es un paraboloide z = x? + y? que se encuentra debajo del plano
z=1)

dsdt

Solucién Tenemos que dada la parametrizacion de la superficie f(u,v) = (u,v,u? + v?) entonces

0 0
T, = 8{4 (1,0, 2u) T, = 8_£ =(0,1,20) = ||Tu X Tp|| = |[(—2u, —2v, 1)]]
® Facultad de Ciencias UNAM Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz

Calculo Diferencial e Integral IV 3



Unidad 3 Integral de Superficie 3.4 Integral de Superficie (funciones escalares)

No =T, XT, =(—2u,—2v,1
o =TuxTy=( ) Ng(1,1) apunta hacia adentro

Ng(1,1) =(-2,-2,1)

Orientacion Negativa

por otra parte
p(f(u,0)) = p(u,v,u® +0*) = au + by + =

1 2
/fds-// au+by+z) [|[(=2,,—2v,1)||dudv = / / (ar cos(0)+brsin(0)4+r?)\/ 1 + 4r2-rdrdf
0

Polare s

27

1 2m 1
= / / ar? cos(0)\/1 + 4r2drdf + /
o Jo 0

Vamos a trabajarlas por separado

1 27
/ / ar? cos(0)\/1 + 4r2drd = / 21+ 4r dr/ acos(0)df = / r*V/1+ 4r2dr (asin(9) |§7) =
o Jo

1 2
br? sin(0)/1 + 4r2drdd + / / 31+ 4r2drdf
o Jo

0

1
/ r2\/1 + 4r2dr - (0) =
0

Para la segunda

1 2
/ / br2sin(0)\/1+4r2drd0:/ V1 4r2 dr/ bsin(60 dO—/ 21+ 4r2dr (—beos(9) [§7) =
o Jo
1
/7“2\/1+4r2dr(0)20
0

Finalmente

1 2 1 27 1
/ / 3/ 1+ 4r2drdf = / 31+ 4r2dr/ df = / 3V 1+ dr2dr(27) =
0o Jo 0 0 0
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%/01 r28r/1 + 4r2dr(2n) = %(ﬂ (;) (1+4r )% (;) /01 (1+4r2)g27’dr> (2m)

u=r2  du=2rdr

3
dv=8r+/1+42 L:3(1+172)2

us 1
— 52
- (B (*+3)
Ahora vamos a dar una reparametrizacion de la region D = {(z,y) € R?|z? + y? < 1}, para ello
consideremos la region D’ = {(s,t) € R?|s? + t* < $} y vamos a proceder de la siguiente forma:

1
32—|—t2§5:>232+2t2§1:>52+25t+t2—|—32—25t+t2§1:>(s+t)2+(s—t)2Sl

por lo tanto proponemos g(s,t) = (s +t,s —t) = (u,v) y la reparametrizacién ¢ : D' C R? — R3
quedaria

o(s,t) = fog(s,t) = f(g(s,t)) = f(s+t,5—t) = (s+t,5—t, (s+t)?+(s—1)?) = (s+t,5—t,25>+2t?)

donde
i j ok
8¢ = (1,1,4s) % = (1,—1,4t) 8(;5 8¢ 1 1 4s| = (4s+4t,4s — 4, —2)
s ot 1 -1 4

N =T X T, = (4s + 4t,4s — 4t, -2
°@ 2@s X Tog)e = ( ) Ng(g)(1,1) apunta hacia afuera

N@(g) (1,1) =(8,0,—2)

3

Orientacion Positiva

Por lo tanto para calcular la integral de superficie p(x,y, z) = ax + by + z se tiene que

///pdA://,PW(Svt))H%X%Hdsdt:

// (a(s+1t)+b(s—1t)+ 25> +2t%) /4 + 32(s2 + t2)dsdt
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27 1
Ny / /‘/§ ((a+ b)rcos(0) + (a — b)rsin(f) + 2r°) A £ 32 2rdrdd
0 0

Polares

2 1 1 3
2 2 2 1 3 1
= / /f 2r3\/4 + 32r2drdf = (27r)/f 4r°\/1 + 8r2dr = (27) (5— + —) = ( " ) <52 + —)
o Jo 0

24 ' 120 12

por lo tanto la integral de superficie no depende de la parametrizaciéon de la superficie
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