Unidad 3 Integral de Superficie 3.4 Integral de Superficie (funciones vectoriales)

Independencia de la parametrizaciéon I

En el caso de las integrales de superficie sobre campos vectoriales vamos a ver que su valor no depende
de la parametrizacion

Proposicién 1. Sean S C R3 una superficie y F : S C R3_—> R3 continua. Sean ¢ : D C R? — R3
y ¢ : D' C R? — R3 dos parametrizaciones de S tales que ¢ es una reparametrizacion de ¢ se tiene

entonces que
// (T x T,) dudv_// (75, % 15,) ds at

P(uv)

\

Y(s,t) = (uls, ), v(s, 1)

d(s,t) = p(P(s,1))
Demostracion.

Tenemos que ¢ = ¢ o ¢ por lo tanto

v
— 0o 0¢
:I:///F(gb(s,t <63 a) ds dt

Por lo que si ¢ recorre a S con la misma orientacién que ¢ entonces

// F(6(u,0)) (%(um) y ‘;—f(u,v)> du dv:///F(E(s,t))- (‘fo %f) ds dt

Por lo que si ¢ recorre a S con la orientacién contraria que ¢ entonces

//F 6(u,v) <%(u,v)x§f(uv)) du dv = — /D/F( )).@—fxg—f) ds dt

O
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Unidad 3 Integral de Superficie 3.4 Integral de Superficie (funciones vectoriales)

Ejemplo Dado el campo F(z,y,2) = (z,y,2z — 1) y la superficie parametrizada ¢(u,v) = (u,v,u? + v?)
donde D = {(u,v) € R?|u? + v? < 1} En este caso el campo F se comporta mas o menos asi

F(x,y,z) =(x,y,z— 1)

y la funcién ¢ parametriza un paraboloide

o(u,v) = (u,v,u® +v?)

D ={(uwv)eR? |u* +v? < 1}

se tiene entonces que para calcular el flujo

1 pVI—u?
//DF(gb(u,v (gi ?;b)d dv —/0 /1 (u,v,u* +v* — 1) - (=2u, —2v, 1)dudv

1—u? 27
= / / (—u? = v? — Ddvdu = / (=12 cos? @ — r?sen® O — 1)rdrdf
0 J1 ~ o Jo
u=rcosf v=rsenb
1 27 27 4 21 27
/ / (—rg—r)drdﬂz/ —T——T—‘ d@:/ B 3a
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Unidad 3 Integral de Superficie 3.4 Integral de Superficie (funciones vectoriales)

En este caso el flujo del campo vectorial se invierte al aplicarlo a la parametrizacién con orientacién
negativa de la superficie

por lo que el flujo apunta hacia el interior de la superficie.

Una forma de invertir la orientacion del flujo, es cambiando la direccién del vector normal es decir si
n = (—2u, —2v, 1) entonces 1 = (2v, 2u, —1) que proviene de la parametrizacion ¢ = (v, u,u? + v?)
por lo tanto para calcular el flujo se tiene que

//DF(%(u, v)) - (g_f x %‘5) dudy = // (e 4 0? = 1)+ (20,20, ~1)dudo

1 27
://,(u2+vz+1)dvdu = 9/0 /0 (r3 +r)dr db

u=rcosf wv=
27 4 2.1 27 3 3
T T
= il )ae= | Zap==
/0 <4 3 0) /0 177"

B(u,v)=(v,u,u®+v?)

en este caso con la reparametrizacién ¢ = (v, u,u? + v?) se invierte la orientacién del flujo
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Ejemplo Counsideremos el campo F(z,y,2) = (z,y,2) y

S ={(z,y,2) € R®a? +y? + 22 = ¢®} y vamos a calcular el flujo del campo vectorial F sobre S, se
tiene entonces que una parametrizacion para S seria

&(u,v) = (ccosusenv, csenusenv, ccosv) con u € [0, 27|

oo o¢

e (—csenusenw, ccosusenv, 0)
u

€ [0, 7] mientras que

5 (ccosucosv, csen ucos v, —csenv)
v

3¢ dop 4 2 2
—c (cos wsen” v, sen u sen” v, Sen v cos u)
3u o
Por otro lado

F(ccosusenv, csenusenv,ccosv) = (ccosusenwv,csenusenv, ccosv)

/Fds-// ccosusenv,csenusenv CCOS’U) ( CQCOS’U/SGHZ’U —CQSGHUSGHQU —c2senvcosu) dA =

27 27 27
// —c?senvdA = / / —senv dv du = ¢* / (cosv )dU*C / —2dy = —4rc?
0

Q7Y
Var,

]
\“gt'.

||
1
S0

LRAE4N
W
\\\‘_\\‘

S

.
\

Il
\

En este caso el flujo tiene orientacién negativa

Si intercambiamos los papeles de (u,v) tenemos que ¢(u,v) = (ccosvsen u, csen v sen u, ¢ cosu) con
v €[0,27] w € [0, 7] mientras que

0 of
= (€ oS U COS v, € COS U SN v, —CSen u) =
Ou

(—csenusenw,csenucosv,0)

8¢ b

=c? (sen2 wCos v, sen’ u sen v, sen u cos u)
(‘3u o

*. para el flujo se tiene que

/ Fds = // (ccosvsenu, csenvsenu,ccosu) - ¢ (sen2 u cos v, sen® u sen v, sen u cos u) dA =
s D
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Unidad 3 Integral de Superficie 3.4 Integral de Superficie (funciones vectoriales)

2m ™ 2m ™
/ / Asenu du dv = / dv/ ¢ senudu = 27 (03 (_ coS
o Jo 0 0

1

)

~

N

~

En este caso con la reparametrizacion

¢(u,v) = (ccosvsenu, csenvsenu, ccosu)

con v € [0,27] w € [0, 7] se invirtio la orientacion del flujo
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