Unidad 1 Integrales Miltiples 1.4 Integrales Iteradas y Teorema de Fubini

Integrales Iteradas I

Dada una funcién de dos variables que esté definida sobre el rectangulo cerrado

R={[a,b] x [c,d] ={(z,y) ER* |[a< 2 <bc<y<d}

suponiendo que f(x,y) > 0. La integral de f sobre R se puede interpretar como el volumen de la region
que esta encima de R y debajo de la grafica de f, es decir

S={(z,y,2) eR*|0< 2z < f(=,y), (z,y) € R}

z

......................

a la altura del punto zy € [a, b] del eje X, la figura que se obtiene es la misma que obtenemos al considerar
aquella que esta por debajo de la grafica de la funcion f, : [¢,d] — R definida como

o (y) = f(20,9)

de esta forma, el area de la figura correspondiente al corte realizado a la altura zy que podemos denotar
a(xg) coincide con ser

d
a(zo) = / fro (0)ely
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d
= / f(zo,y)dy

También podemos hacer cortes con planos paralelos al plano X7Z; asi si cortamos a la altura del punto
Yo € [c,d] del eje Y

Se obtiene una figura que coincide con con la que estd por debajo de la grafica de la funcién
fyo a0 = R

definida como f,, = f(x,yo), de tal forma que el drea que podemos denotar 3(yo), estara dada por

b
5(u0) = [ i
b
:/ f(xvyO)d‘r

En este caso 8 es una funcion definida sobre el intervalo [c, d]
Por tanto el volumen del sélido entre la superficie y el rectdngulo R estara dado por

/Rf=/aba(w) dx=/: (/Cdf(x,y) dy) dx
/szjcdmy) dyz/cd (/:f(x,y) dz) dy

0 por
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Teorema de Fubini '

El teorema de Fubini nos va a dar una técnica para el calculo de integrales de funciones de varias variables
mediante el célculo de varias integrales de funciones de una variable. A partir de ahi se podran utilizar
todas las técnicas conocidas del Anélisis de una variable para el célculo de integrales mediante calculo
de primitivas y el teorema fundamental del célculo (Regla de Barrow): cambios de variables, integracion
por partes, etc.

Teorema 1. Teorema de Fubini Sean [a,b] C R y [¢,d] C R dos intervalos tal que, R = [a,b] X [¢,d], y
f: R CR? =R una funcion integrable.

Para cada § fijo en [c,d] definimos la funcion f; : [t;—1,t;] CR — R como

y definimos

S
—~
<>
=
I

ﬂfmmm

.
o6)= [ fila) da

Si f es integrable sobre R entonces ¢, ® son integrables sobre [c,d] y ademds

/Rf=/cd¢(y)dy=/cd<1>(y)dy
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Demostracion. Observemos en primer lugar que una particion de R = [a, b] x [, d] esta formada por una
particion de Pa, b] y otra de Pic,d],

Sea,

P e P[a,b] = {a =to,t1,...t;, ...

y sea

P e P[c,d] = {c=1tg,t1, N TR

b}

stn

d}

stm

P=P x P, Py

Y cualquier rectangulo de la particién P tiene area |t; —t;—1||t; — tj_1]

VAN
NN \4]\7
N/

tf' 1 ? tj d
a v /
ti-1
ti
b R
definimos
mj(¢) = mf{d(9) | § € [t;-1,t5]}
M;(¢) = sup{e(9) | § € [tj-1,t;]}
m;(¢) = mf{®(9) | § € [tj-1,t,]}
M;(¢) = sup{®(9) | § € [t;-1.;]}
mi(fy) = mf{fy(x) | x € [ti—1,t:]}
M;(fg) =sup{fy(z) | = € [ti—1, ti]}
mii(f) = mf{f(x,y) | (z,y) € Rij}
M;j(f) = sup{f(x,y) | (z,y) € Ri;}

De lo anterior tenemos que se cumple

mi; (f) < mi(fg) < Mi(fg) < Mij(f)
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Multiplicando por (¢; — t;—1) > 0 se tiene

mai (F)(t —tio1) <mi(fg)(ti — tiza) < Mi(fg)(ti — tim1) < My (f)(t: — tiz1)

Sumando sobre i
imij<f><ti )< imi<fg><ti t) < Zn;Mi(fy)(ti ) £ 3 My~ ti)
se tien:entonces i i
imij(f)(ti —tio1) < S(fg, P) < S(fy) < il M (f)(t: —tio1)

sabemos que

esto pasa para toda § € [t;_1,1;] esto prueba que los extremos de estas desigualdades son cota inferior y
superior (respectivamente) tanto de ¢ como de ® en el subrectangulo R;; y por lo tanto tendremos que

Zmij(f)(ti —ti—1) <my(¢) < Mj(p) < ZMij(f)(ti —ti—1)

y también
> mig(F)(ts = tir) < my(®) < M;(®) < 37 My (F)(t: — tioa)

ahora multiplicamos por (t; —t;_1) >0

Do mi ()t = tima) (5 = t5-1) < mi(@)(t —tj—1) < My(d)(t; —tj1) < Y Mys(f)(ti = tima)(t; = tj-1)
y también

> mii(F)(t = tica) (b —tj—1) < my(@)(t; —tj_1) < M(®)(t; —tj—1) < > My (f)(ti —tima)(t; —tj—1)
i=1 i=1

ZZmij(f)(ti—ti,l)(tj—tj,l) < ij(q))(tj—tj,l) <) M(®)(t—tj-1) < ZZMi'(f)(ti—tifl)(tj_tj—l)
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se tiene entonces

S(f,P) < S(¢,P) < S(¢,P) < S(f,P)

y también
S(f,P) < S(®,P) < 5(®,P) <5(f,P)

como f es integrable sobre R, entonces las funciones ¢ y ® son integrables sobre [c, d] y ademés

/R f= / o)y = / ")y
for= [ ([ s az)

siguiendo estos pasos pero considerando ahora un Z fijo en [a,b] y haciendo variar la y se tendria

for= [ ([ e ) a

es decir

es decir
d b b d
L= (/ f(x,y)dw>dy=/f=/ (/ f(w)dy)dx
R c a R a c
O
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