Unidad 2 Integral de Linea 2.3 Integral de linea (Campos Gradiente y Conservativos)

Meétodos para construir funciones potenciales'

Construcciéon de un potencial en un rectangulo abierto

Si F es un campo gradiente continuo en un rectdngulo abierto de R™, puede construirse un poitencial inte-
grando entre un punto fijo y un punto arbitrario siguiendo un camino formado por segmentos rectilineos
paralelos a los ejes coordenados

() = (xt), te[by]

(a, b) — (x. b)
ay(t) = (t,b), telax]

Tenemos entonces

(zy)
/ F= / Fi / F
(a,b) ai s

b

= [ Fle®)at@) e+ [ Flasnaso
- /I[Fl(t,b),Fg(t,b)] [1,0] dt + /I[Fl(x,t),Fg(x,t)] [0,1] dt

z y
:/ Fu(t) dt+/ Fo(a, 1) dt

b
Por lo tanto

flz,y) = /wFl(t,b) dt—l—/by Fy(z,t) d

0
vamos a comprobar que or = Fi(z,y).

ox

% - % (/:Fl(t,b) dt+/byF2(x,t) dt)

— Fy(a,b) + % (/y Py, 1) dt)

b

En este caso

Yo
Fl((E,b)ﬂ-A %Fg(x,t) dt
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v
Fl(l‘,b)+/b a—yFl(.Z‘,t) dt
:Fl(x7b)+F1(x7y)_Fl(xab)
:Fl(x)y)

8 a T Yy
8_5 = 5 </a Fi(t,b) dt+/b Fy(,t) dt)

) Y

= FZ(x7y)

Ejemplo Consideremos el campo F :— R? dado por F(x,y) = (z + 3%, 2xy). Compruebe que el campo
es conservativo y encuentre su funcion potencial.

Mientras que

Salucién Tenemos que

Az+y®) _

d(2ry) _ o ) = F es conservativo
oz Y

para la funcién potencial tomemos A : [0,1] — R? dada por A(t) = (tz,ty). Entonces

Floy) = A P /0 FO®) - N (t)dt = /0 Flta,ty) - (2, y)dt /0 (b + (ty), 222y) - (2, y)dt

1 1 3 2
t T
= / tz? + t2y2x + 2622y Pdt = / ta? + 3t%xyPdt = a:QE + t3ay? |(1) =5 + zy?
0 0
Construccion de un potencial en un conjunto convexo
Un conjunto S de R™, se llama convexo si todo par de puntos de S puede unirse con un segmento rectilinea,
cuyos puntos pertenecen todos a S.

Convexo No convexo

Si F es un campo gradiente en un conjunto convexo abierto, puede construirse un potencial f integrando
F entre un punto fijo a de S hasta un punto cualquiera x siguiendo un segmento de recta que los una. Tal
segmento puede representarse parametricamente por

alt) =a+tlb—a), telo,1]

de donde o/(t) = (z — a), asi que el potencial correspondiente viene dado por

1
/0 F(a(t))  (z—a) dt
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Si S contiene al origen podemos considerar a = 0 y obtenemos

/01 F(tz) -z dt

... 0
Ejercicio Vamos a comprobar que a—f = Fi(x,y)
x

Solucién Haremos la prueba para el caso particular F' C R? tenemos que F(z,y) = (M(z,y), N(x,y))

oM  ON
donde — y consideremos un punto p sin perdida de generalidad situado en el origen y

dy T o

consideremos la trayectoria
A:[0,1] = R? dado por A(t)=t(z,y) tec]0,1]

definimos la funcién

f(:v,y):/AFd/\

por demostrar que Vf = F
tenemos que

Al ([ )= 2 ([ rowyvw)a=2 ([ (e, M) ) a

9 / (M(tz,ty) - © + N(tz, ty) - dt = / M(tx,ty) - x + N(tz, ty) - y)dt =
oz \ Jo o

! ) 0 ) )
/0 (M(ta:,ty) + x%M(tm,ty) + Y9r (t:mty)) dt = /o (M(tm,ty) + xt%M(ta:,ty) + ytazN(tx,ty)> dt =

1 1
0 0 0 0
/O (M(tm, ty) + wt o M(tr, ty) + yt—ayM(tx, ty)> dt = /0 t (xamM(tz, ty) + y—ayM(tx, ty)> +M (tz, ty)dt =

1
d
[ (G0t ) = ot ly = dre.s)
por lo tanto hemos probado que

of (x,y)
ox

= M(x,y) :Fl(x7y)

de manera analoga se prueba que

of (z,y)
dy

- N(]J,y) = FQ(mvy)

de esta manera

Vf = (Fl(xay)7F2(x7y)) =F
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2.3 Integral de linea (Campos Gradiente y Conservativos)

Ejemplo Dado el campo vectorial F : R? — R? dado por

F(x,y,2) = (3y°2 + ye®, 6xyz + e, 3xy?)
comprobar que es conservativo y hallar su funcién potencial

Solucion tenemos que

OF; _ 9(3zy?)

oy = D = b6zy
OFy _ O(6zyz+e®) _
9 - 0z 0z - ny
Fi(z,y,2) = 3y°z + ye oFy _ 961y’ _ g0
— T ox 9 -
FQ(x,y,Z)—fjl'yZ‘i;e = %m_ 8(3y2+emy) _3 2 =

F3(1'7yaz):3l’y 0z 9 8zz Y
gl s . e
88—1;1 = 78(3743?6 ) = 6yz + e®

para la funcién potencial tomemos A : [0,1] — R3 dada por A(t) = (tz,ty,tz). Entonces

flx,y,2) = [\F = /0 FO(@)) - N (t)dt = /0 F(tz, ty,tz) - (z,y,2)dt =

OFs3 __

OF3

ox

OF,

oFy

dy

= F es conservativo

1 1
/O(3(ty)2(tz)—|—etx,6(t1:)(ty)(tz),3(tx)(ty)2)-(a:,y,z)dt:/0 (3t3y2 2+ tye!™) x4+ (6t ryz+et® ) y+(3t3xy* 2)dt

1 1
/ 3t3y%za + toye'® + 6t3xy?z + 3t3xy? 2 + yel®dt = / 126832y%2 + tazye™ + yet®dt
0

0

4 tx 1tz tx tet®
= 12zyz— |(1] +zy (te - / edt) + ye— |(1) = 3zy’z + 2y ( ¢
4 T 0o T z x

v 1 1
= 3zy’z + 2y ¢ e )+
x a2 x?

SHESS

1 etw

Tr T

|1 + f_l
0 y X X

(e” —1) = 3ay?z + ye”
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